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SUR LES ESPACES TEST POUR LA MOYENNABILITE

YOUSEF AL-GADID, BRICE R. MBOMBO, ET VLADIMIR G. PESTOV

Présenté par David Handelman, FRSC

RESUME. Nous observons qu’un groupe polonais G est moyennable si
et seulement si toute action continue de G sur le cube de Hilbert possede
une mesure de probabilité invariante. Cela généralise un résultat de Bogatyi
et Fedorchuk. Nous démontrons également que les actions continues sur
I’espace de Cantor permettent de tester la moyennabilité, la moyennabilité
extréme des groupes polonais non archimédiens, et la moyennabilité a
I’infini des groupes discrets dénombrables. Il en résulte que cette derniere
propriété peut également étre testée par les actions sur le cube de Hilbert.
Ces résultats généralisent un critére de Giordano et de la Harpe.

ABSTRACT. We observe that a Polish group G is amenable if and only if
every continuous action of G on the Hilbert cube admits an invariant prob-
ability measure. This generalizes a result of Bogatyi and Fedorchuk. We
also show that actions on the Cantor space can be used to detect amenabil-
ity and extreme amenability of Polish nonarchimedean groups as well as
amenability at infinity of discrete countable groups. As corollary, the lat-
ter property can also be tested by actions on the Hilbert cube. These results
generalize a criterion due to Giordano and de la Harpe.

1. Introduction. Un groupe topologique G est dit moyennable si toute ac-
tion continue de G sur un espace compact X possede une mesure de probabilité
borélienne invariante. En réponse & une question de Grigorchuk, Giordano et de
la Harpe [13] ont montré qu'un groupe discret dénombrable G est moyennable si
et seulement si toute action continue de G sur 'ensemble de Cantor D0 possede
une mesure de probabilité invariante. On peut dire que I'ensemble de Cantor
est un espace test pour la moyennabilité des groupes discrets dénombrables.
Dans le méme sens, Bogatyi et Fedorchuk [4] ont répondu & une question de [13]
et demontré que le cube de Hilbert I™0 est également un espace test pour la
moyennabilité des groupes discrets dénombrables.

Dans cet article, nous démontrons que le cube de Hilbert reste un espace test
pour la moyennabilité de tous les groupes polonais. Nous démontrons également
que le résultat de Giordano et de la Harpe reste vrai pour les groupes polonais
non archimédiens.

Un groupe topologique G est dit extrémement moyennable si toute action
continue de GG sur un espace compact possede un point fixe. Nous démontrons
que l'ensemble de Cantor est un espace test pour la moyennabilité extréme des
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groupes polonais non archimédiens. La question d’existence d’un espace test
pour la moyennabilité extréme des groupes polonais reste ouverte, car ni I’espace
de Cantor ni le cube de Hilbert ne possedent cette propriété.

Si un groupe discret dénombrable G opeére par homéomorphismes sur un es-
pace compact X, alors 'action de G sur X est moyennable s’il existe une suite
b": X — P(G) d’applications continues telle que nlirr;o sup,ex [|gby — by, lli =0
pour tout g € G, ot P(G) désigne I'espace des mesures de probabilité sur G,
muni de la topologie vague. Un groupe discret dénombrable G est dit moyennable
a Uinfini [18], [1], ou topologiquement moyennable, s'il existe un espace compact
X et une action par homéomorphismes de G sur X qui est moyennable. Les ex-
emples des groupes moyennables a I'infini comprennent les groupes moyennables,
les groupes classiques sur les corps, les groupes d’automorphismes d’arbres en-
racinés réguliers, les groupes hyperboliques (en particulier, les groupes libres).
Voir [1] et [8, chapitre 5].

Par analogie avec le résultat de Giordano et de la Harpe, nous démontrons
qu’un groupe discret dénombrable G est moyennable a l'infini si et seulement si
G possede une action moyennable sur I’ensemble de Cantor ou sur le cube de
Hilbert. Autrement dit, ’ensemble de Cantor et le cube de Hilbert sont des es-
paces test pour la moyennabilité topologique des groupes discrets dénombrables.

2. Décomposition du compactifié de Samuel S(G) en limite in-
verse. Dans cette section, nous rassemblons quelques résultats bien connus
des spécialistes, mais dont les références sont souvent difficiles a retrouver.

Soit X un espace compact. On note C'(X) l'espace de Banach des fonctions
continues sur X & valeurs réelles et C(X)’ le dual topologique de C'(X). L’espace
P(X) des mesures de probabilité sur X est un sous-espace compact de C'(X)’
muni de la topologie vague. Si X est un G-espace compact, alors I’action continue
de G sur X peut étre prolongée & P(X) de maniere évidente.

Soient G un groupe topologique et E = RUC B(G) la C*-algébre commutative
et unifere constituée des fonctions x: G — C bornées et uniformément continues
a droite: pour tout € > 0, il existe un voisinage V de e tel que gh™! € V =
2(g) — 2(h)| < =.

L’espace de Gelfand S(G) de E, c’est-a-dire lespace de idéaux maximaux
de E muni de sa topologie compacte usuelle, est un compactifié de G [7]. C’est
le compactifié de Samuel [26] de G par rapport & la structure uniforme droite
sur G. Dans la terminologie anglo-saxone, on 'appelle “greatest ambit”. Nous
I'appellerons ici tout simplement compactifié de Samuel. Notons que, par le
théoreme de Gelfand, I’algebre Cc(S(G)) est isomorphe & E.

REMARQUE 2.1. Si G est un groupe discret dénombrable, alors le compactifié
de Samuel S(G) coincide avec le compactifié de Stone-Cech SG.

Soient G' un groupe topologique, Z un espace topologique, et f: G — Z une
application uniformément continue & droite telle que X := f(G) soit compact ;
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alors f se prolonge en une application f: S(G) — X, encore notée f. Définissons
une relation d’équivalence sur S(G) par :

2Ry si f(gz) = f(gy) pour tout g € G.

Il est facile de vérifier que le graphe C de R est fermé dans S(G) x S(G), de sorte
que l'espace quotient Xy := S(G)/R est séparé. Puisque la surjection canonique
75 S(G) — Xy est continue, I'espace quotient X est compact. L’application
f:X; 2 [z]— f(z) € X est continue, et f = fory.

Soit F' une famille d’applications uniformément continues a droite de G dans
un espace compact Y (vues comme applications S(G) — Y). Posons X = Y7¥
et soit f: S(G) — X le produit diagonal de la famille . Notons Xp = Xy
dans ce cas-1a, et 7p: S(G) — X la surjection canonique. Le lemme suivant
est immédiat :

LEMME 2.2. Si F sépare les points de S(G), c’est a dire si, pour tous x,y €
S(G) avec © # y, il existe f € F tel que f(x) # f(y), alors mp est un
homéomorphisme de S(G) sur Xp.

LEMME 2.3. Si F C F, alors il existe une surjection continue et G-équivariante
. ’
canonique k de Xpr sur Xp.

PREUVE. Soit z € §(G). Pour tout F' C F’, Papplication

b Xp 3 @R, — [z]r, € XF
est bien définie. De méme, pour tout F' C F’/, on a : WII?I omp = mp. Done 7
est continue. G opére continiiment sur Xz par ’action quotient g[z|r, = [92]r
et Tk est équivariante par rapport & cette action.

THEOREME 2.4. Soit F la famille des fonctions & valeurs complezes sur G qui
sont uniformément continues et bornées. Alors X est l'espace de Gelfand de la
C*-algébre engendrée par tous les translatés de F dans RUCB(G) = C¢ (S(G))

COROLLAIRE 2.5. Supposons que G est dénombrable, X compact métrisable, et
F dénombrable. Alors Xg est compact métrisable.

Rappelons la notion de systéeme projectif de G-espaces compacts, en suiv-
ant [6]. G étant un groupe topologique, un systéme projectif de G-espaces est
la donnée d’un triplet (X;,m;;,I) ou (I, =) est un ensemble ordonné, {X;};cr
une famille de G-espaces compacts et m;;: X; — X;, pour ¢+ X j, une famille
d’applications équivariantes telle que 7;; est l'identité de X; pour tout ¢ € I et
Tk = Ti; © Wi pour tout ¢ < j < k. La limite projective X = l(iin(Xl-,m-j) du

systeme projectif de G-espaces (X;, m;;, ) est le G-espace défini comme suit : si
[I;c; Xi désigne I'espace produit des espaces (X;)icr et pri: [[;c; Xi — X; la
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projection sur le facteur X;, alors

- iel
={o= () € [ X; | pri(x) = mij o prj(z) i < j}.
i€l
C’est un sous-espace fermé, donc compact de [[,.; X;. Le groupe G opere con-
tintiment sur [[,.; X; par g.x = (g.2;), ot & = (x;). La restriction m; de la
projection pr; a X est 'application canonique de X dans X;, et m; = m;; o7;
pour tout ¢ =< j. On écrit simplement X = lim X; si aucune confusion n’est

possible.
On vérifie aisément le lemme :

LEMME 2.6. Soit ® une collection de familles de fonctions de S(G) dans X.
Supposons que @ est dirigé par inclusion (quels que soient F, F' € ®, il existe
F" e ® tel que F CF" et " C F"). Alors le triplet (X, 7711::,, D) est un systéme
projectif de G-espaces.

REMARQUE 2.7. Supposons que la reunion (J{F : F € ®} sépare les points
de S(G). Alors la limite projective du systéme (Xp, 7L ) est isomorphe, en tant
que G-espace compact, & S(G). En effet, considérons I'application ¥: S(G) >
x — (WF(I'))FE(D € lim Xp. Soit z,y € S(G) tel que = # y. Puisque |J{F :
F € ®} sépare les points de S(G), il existe F € ® tel que np(z) # 7r(y). Donc

U(z) # U(y) et U est injective. L’application ¥ est surjective par définition, et
équivariante.

LEMME 2.8. Soient X etY deuxr G-espaces compacts et soit a: X — Y une
application continue et équivariante. L’application oy: P(X) 3 u+— poa~t €
P(Y) est également continue et équivariante.

LEMME 2.9. Sl existe une mesure de probabilité invariante sur chaque G-
espace dans un systeme inverse des G-espaces compacts, alors il existe une
mesure de probabilité invariante sur la limite inverse correspondante.

PREUVE. Soit (X4, 7as,I) un systéme projectif de G-espaces. Notons X =
lim X,,. Par le lemme 2.8, ce systeme projectif permet d’obtenir un systéme pro-
jectif (P(X4), (mag)«, I). 1l est clair que P(X) = limP(X,). Notons Py, (Xe)
I’espace des mesures de probabilité invariantes sur X, et considérons le sous-

systeme (PinV(Xa), (wag)*,l) de (’P(Xa), (T )xs I). On a également Py, (X) =
lim Pipy (Xo). Puisque Piny (X, ) est compact et non vide pour tout «, on a :

Pinv(X) # &. Si p € Pinyv(X), alors p est une mesure de probabilité invariante
sur X. O

LEMME 2.10. Soit G un sous-groupe dense de G', et F' une famille des fonctions
de G dans un espace compact X. Alors on peut construire Xr a partir de G,
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notons-le Xr(G), ainsi qu’a partir de G', notons-le Xp(G'). Les G'-espaces
Xr(Q) et Xp(G') sont isomorphes entre euzx de maniére canonique.

LEMME 2.11. Si X est un compact de dimension zéro (au sens de Lebesgue),
alors X g est de dimension zéro.

REMARQUE 2.12. Supposons que X contienne un point isolé zy ; notons
H ={g € G:gxyg=xo} le stabilisateur correspondant, qui est un sous-groupe
ouvert de G. Alors, pour tout f € F, la restriction f|sz est constante. Pour
guarantir la non-existence de points isolés, nous allons supposer que la famille F’
vérifie la condition () suivante : Pour tout voisinage V de e, il existe f € F et

x €V tel que f(z) # f(e).

Dans ces conditions, on a le lemme :

LEMME 2.13. G étant un groupe topologique, X un espace compact, et X p défini
comme précédemment, avec F vérifiant la condition (%), alors ou bien Xp est
fini, ou bien Xp ne contient aucun point isolé.

COROLLAIRE 2.14. Si G est infini dénombrable, X compact de dimension zéro
et F' dénombrable et vérifie (x), alors Xp est homéomorphe a ’espace de Cantor.

DEFINITION 2.15. Un groupe topologique G est dit non archimédien s’il est
séparé et possede une base de voisinages de ’élément neutre formée de sous-
groupes ouverts.

L’ensemble des groupes polonais non archimédiens comprend :
(1) le groupe symétrique infini S, de toutes les bijections de N dans N, muni
de la topologie de la convergence simple,
(2) le groupe Homeo(D™°) des homéomorphismes de I’ensemble de Cantor, muni
de la topologie de la convergence uniforme,
(3) les groupes localement compacts totalement discontinus (voir [6, chapitre ITI,
section 4, no. 6]).
Les groupes polonais non archimédiens jouent un réle important en logique
ou ils sont les groupes des automorphismes des structures de Fraissé [2].

THEOREME 2.16 ([23]). Un groupe topologique G est non archimédien si et

seulement si les applications continues de S(G) dans D = {0,1} séparent les
points de S(G).

On déduit de tout ce qui précede le théoreme fondamental suivant :

THEOREME 2.17. Si G est non archimédien et polonais, alors S(G) est une
limite projective d’un systéme de G-espaces compacts métrisables de dimension
zéro. Si G est de plus infini, alors S(G) est la limite d’un tel systéme dont tous
les G-espaces sont homéomorphes a l'espace de Cantor.
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3. Espaces test pour la moyennabilité.

DEFINITION 3.1. Pour une partie compacte X C E d’un espace vectoriel
topologique localement convexe E, on appelle barycentre d’une mesure u € P(X)
une forme linéaire b(p) € E”, définie par I'égalité b(u)(p) = (e | X).

REMARQUE 3.2. Si X est un compact convexe de F, alors il existe un unique
barycentre b(p) pour tout pu € P(X), et de plus b(p) € X (c.a.d. b(u) est une
mesure de Dirac); voir [5, chapitre 4, section 7]. Dans ce cas, l'application
b=bx:P(X)— X est bien définie, continue (voir [5, chapitre 3, section 3]) et
évidemment affine.

LEMME 3.3 ([4]). Si X C E est conveze et le groupe G opére affinement sur X,
alors Uapplication bx : P(X) — X est équivariante par rapport a laction de G
sur P(X).

Par conséquent, on a le résultat suivant [4] :

THEOREME 3.4. Pour une action affine d’un groupe topologique G sur un espace
compact convexe, les propositions suivantes sont équivalentes :

(1) Daction posséde un point fize;

(2) laction posséde une mesure de probabilité borélienne invariante.

LEMME 3.5.  Un groupe topologique G est moyennable si et seulement s’il existe
une mesure de probabilité invariante sur son compactifié de Samuel S(G).

LEMME 3.6 ([19]). Si G est un groupe polonais, alors il existe un systéme pro-
jectif de G-espaces compacts et métrisables (Xo,mag, I) tel que S(G) = lim X,.

Le résultat suivant est bien connu au moins pour la classe des groupes discrets
dénombrables. Nous rappelons 'argument quand méme.

PrOPOSITION 3.7.  Un groupe polonais G est moyennable si et seulement si
toute action continue de G sur un espace compact et métrisable posséde une
mesure de probabilité invariante.

PREUVE. La nécessité est évidente. Montrons la suffisance. Par le lemme 3.6,
S(G) = lim X,,, avec X, un G-espace compact et métrisable pour tout . Par

hypothese, il existe sur chaque G-espace compact métrisable X, une mesure de
probabilité invariante. Donc il existe une mesure de probabilité invariante sur
S(G) par le lemme 2.9 et G est moyennable. O

REMARQUE 3.8. Evidemment, dans la démonstration de la proposition 3.7, on
peut supposer sans perte de généralité que tous les G-espaces X, sont infinis.
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THEOREME 3.9. Un groupe polonais G est moyennable si et seulement si toute
action continue de G sur le cube de Hilbert IN° posséde une mesure de probabilité
borélienne invariante.

PREUVE. La nécessité est évidente. Montrons la suffisance. Soit X un G-
espace compact et métrisable. Par la remarque 3.8, on peut supposer que X est
infini. P(X) est donc un sous-espace compact métrisable de dimension infinie
de RE(X). Par le théoreme de Keller (voir [3]), P(X) est homéomorphe au cube
de Hilbert I™. Ainsi I'action de G sur P(X) possede une mesure de probabilité
borélienne invariante. L’action de G sur P(X) étant affine, elle possede par
le théoreme 3.4 un point fixe p € P(X), qui est une mesure de probabilité
borélienne invariante pour ’action initiale de G sur X. (|

REMARQUE 3.10. L’idée d’utiliser le théoreme de Keller dans le contexte
dynamique appartient de toute évidence a Uspenskij, qui était le premier a
Pemployer dans [27].

THEOREME 3.11.  L’ensemble de Cantor DX est un espace test pour la moyen-
nabilité des groupes polonais non archimédiens. Autrement dit, un groupe polon-
ais non archimédien G est moyennable si et seulement si toute action continue
de G sur DX posséde une mesure de probabilité invariante.

PREUVE. La nécessité est évidente. Montrons la suffisance. G étant un groupe
polonais non archimédien, il existe par le théoréme 2.17 un systéme projectif de
G-espaces (Xq, Tag, I), avec X, = DX pour tout « € I, tel que S(G) = lim X,,.

Par hypothese, il existe sur chaque G-espace X, une mesure de probabilité in-
variante (.. Par le lemme 2.9, il existe une mesure de probabilité invariante p
sur S(G) et G est moyennable. O

REMARQUE 3.12. Pour la théorie des groupes moyennables localement com-
pacts, voir [24], [21], [4]. Pour celle des groupes moyennables non localement
compacts, voir [9)].

4. Sur les espaces test pour la moyennabilité extréme.

DEFINITION 4.1. Un groupe topologique G est dit extrémement moyennable
si toute action continue de G sur un espace compact K possede un point fixe.

Des exemples des groupes extrémement moyennables sont nombreux et ils
comprennent :
(1) le groupe unitaire ¢ (¢?), muni de la topologie forte (Gromov et Milman [15]);
(2) le groupe Aut(X, ) des automorphismes mesurables préservant la mesure
p dun espace borelien (X, p) muni de la topologie faible (Giordano et
Pestov [14]);
(3) le groupe Aut(Q, <) des bijections de Q dans lui-méme qui préservent 'ordre
muni de la topologie de la convergence simple (Pestov [23]).
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Le résultat suivant est immédiat.

PROPOSITION 4.2.  Un groupe topologique G est extrémement moyennable si et
seulement si Uaction de G sur son compactifié de Samuel S(G) posséde un point

fize.

THEOREME 4.3. Un groupe polonais non archimédien G est extrémement
moyennable si et seulement si toute action continue de G sur l’ensemble de
Cantor DX posséde un point fize.

PREUVE. La nécessité est évidente. Montrons la suffisance. Pour cela, mon-
trons que laction canonique de G sur S(G) possede un point fixe. Comme
G est polonais et non archimédien, il existe par le théoreme 2.17, un systeme
projectif de G-espaces (X,,Tag,I) avec X, = DY pour tout @ € I tel que
S(G) = {iLnXa. Par hypothese, il existe sur chaque G-espace X, un point

fixe x,. Notons 7, la restriction de la projection pr, & S(G) = lim X, et

posons M, = 7, (z4). Les applications 7, étant surjectives, on a M,, # @ pour
tout a. La famille (M,)aer est centrée car & = (Zqy, ..., Ta,) € [iey Ma, pour
tout ¢ = 1,2,...,n. L'espace S(G) étant compact, (\,c; Mo # @. Tout point
de (N,e; Mo est fixe pour I'action continue de G sur S(G). O

QUESTION 4.4. Existe-t-il un espace test pour les groupes polonais extréme-
ment moyennables?

Le théoreme du point fixe de Schauder affirme que toute fonction continue
de I™ dans I™ possede un point fixe. En particulier, toute action continue
du groupe discret Z sur IN0 par homéomophismes possede un point fixe. Ceci
permet de conclure que le cube de Hilbert IN0 ne peut pas étre un espace test
pour la moyennabilité des groupes polonais. En effet, le théoreme de Ellis [11]
affirme que tout groupe discret agit librement sur un espace compact et, par
conséquent, n’est pas extrémement moyennable.

On peut néanmoins observer qu’il existe un espace test compact séparable non
nécessairement métrisable pour les groupes polonais extrémement moyennables.
En effet, notons Py 'ensemble de tous les groupes polonais non-extrémement
moyennables deux a deux non-isomorphes et choisissons pour tout G € Py un
G-espace compact et métrisable X sans points fixes. L’espace X = HGGPO Xa
est un espace test séparable compact (non néccessairement métrisable) pour la
moyennabilité extréme des groupes polonais. 1l est clair que 'action produit de
G sur X est continue et sans points fixes. Pour conclure, et grace au célebre
théoreme de Hewitt [16] et Pondiczery [25], il suffit de montrer que |Py| < 2%o.
Notons Fi, le groupe libre avec un nombre infini dénombrable de générateurs.
Notons P ’ensemble des groupes polonais et D I’ensemble de toutes les pseudo-
métriques sur Fip. Il est clair que |D| < |RZ| = 2%, Montrons que |P| < |D].

Soit d une pseudo-métrique sur F, invariante a gauche. Hy = {x € F |
d(xz,e) = 0} est un sous-groupe de F,. La distance définie sur Fio/H, par

~

d(xHg,yHg) = d(x,y) est invariante par translation & gauche. Notons G4 le
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completé de Pespace métrique (Fuoo/Hyg,d). Si Hy est un sous-groupe normal de
F, le groupe topologique G4 est un groupe polonais et chaque groupe polonais
est de la forme G43. Notons Dy le sous-ensemble de D constitué des pseudo-
métriques d telles que Hy soit normal. Nous avons donc une application surjective
Dy >d+— G4 € P. Ainsi |7)| < "DN‘ < "D|

Rappelons qu’un groupe topologique G est dit monothétique s’il existe un
sous-groupe H de G qui est a la fois cyclique et dense, et solénoide s’il existe un
homomorphisme continu f de R dans G dont 'image est partout dense dans G.

REMARQUE 4.5.

(1) Il est clair que tout groupe monothétique ou solénoide est abélien, donc
moyennable.

(2) 11 est facile de déduire du théoreme du point fixe de Schauder que toute
action continue d’un groupe monothétique ou d'un groupe solénoide sur le
cube de Hilbert I®° admet un point fixe.

QUESTION 4.6. Toute action continue d’un groupe polonais moyennable sur le
cube de Hilbert I™0 possede-t-elle un point fixe? Méme question pour un groupe
moyennable discret.

5. Espaces test pour la moyennabilité a ’infini. Grace a la condition
de Reiter (P;) [21], un groupe discret dénombrable G est moyennable si et
seulement si Paction triviale de G sur {x} est moyennable. La moyennabilité
a 'infini est plus générale que la moyennabilité. En effet, le groupe libre a deux
générateurs Fy est moyennable & l'infini [8, proposition 5.1.8] mais n’est pas
moyennable [21, p. 6].

Le résultat suivant est bien connu de la théorie de la moyennabilité a 'infini.

THEOREME 5.1 (Assertion 1 dans [10]). Un groupe dénombrable G admet une
action moyennable sur un espace compact et métrisable si et seulement si son
action sur son compactifié de Stone—Cech BG est moyennable.

LEMME 5.2. Soit G un groupe dénombrable moyennable & linfini. Notons
(byn) la suite des applications correspondantes de S(G) dans P(G) et posons
F = {b, : n € N}. Alors l’action de G sur Xp est moyennable a l'infini.

PREUVE. (@ étant moyennable & 'infini, il existe une suite d’applications con-

tinues b": S(G) = BG — P(G) telles que lim sup,¢z¢ [lgby — by, |1 = 0 pour
n—oo

tout g € G. Pour tout g € G, notons g: G 3> x — gx € G 'homéomorphisme

de BG sur lui-méme produit par g. Considérons le produit diagonal

f = A(g,n)EGXN(bn Og): ﬂG —_— (’]D(G))GXN

défini par f(z) = (by,)(gn)eaxn. 1l est clair que f est continu. La relation
d’équivalence R est définie sur G par (z,y) € Rp <= b, = b}, pour tout
n € N et g € G. Notons encore f Papplication f: G — f(8G), et np: BG —
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BG /Ry la surjection canonique. Il existe une application continue f telle que:
f = forp. Posons Xp = 3G/Rp. Considérons Iapplication b" : f(B8G) - P(G)
définie par b = Ten OU Te, est la restriction de la projection a f(SG). Ainsi,
les applications ¢ : " o f: Xp — P(G) sont continues.

Soit g € G, on a:

sup [lgefty — el = sup [lg(®" o F)iag — (" 0 Fgialh
[z]leXF [z]eXF
= swp [o("(F(1aD)) ~ 5" (Fale)) |
[z]leXr !
- o o) - 0|
sup [l (5" (7(GeD) ) = 5" (7lgaD) |
= sup o (2" (@) =8 (om) |
wseuﬁ%Hg( (f(x))) (flg2))|,
= wselg)GHg(bn@Zm))(h,n)EGXN —b"(( Zgﬂv))(h,n)erNHl
= sup ||gby — by,
z€PBG
Ainsi, nllj{.lo SUP[ e xp 96T — Chpllt =0 O

THEOREME 5.3. Un groupe discret dénombrable G est moyennable a 'infini si
et seulement s’il admet une action moyennable sur lensemble de Cantor D®o.

PREUVE. La suffisance est évidente. Montrons la necessité. Si G possede une
action moyennable sur son compactifié de Stone-Cech, alors il existe une suite
d’applications " : G — P(G) comme dans la définition de la moyennabilité a
Iinfini. Pour tout g € G, notons g: G > z — gx € G 'homéomorphisme
de BG sur lui méme. L’espace b"(8G) étant compact et métrisable, il existe
une surjection continue f": D¥ — b"(3G). Soit g € G, alors by € b"(3G).
Puisque f™ est surjective, il existe ¢, € D0 tel que f(c,) = by. On a ainsi une
application 7" : G 3 g —— ¢4 € D®o. Cette application se prolonge de maniére
unique en une application continue 37" : 3G +—— D®°. Pour tout g € G, on a :
(ffoBT™)(g) = f™ (ﬁT”(g)) = f"(cg) = by. Ainsi, f"oBT" = b" sur G. Puisque
G est dense dans 3G, ffoBT™ = b" sur BG. Posons ¢ = 3T"og: BG — {0,1}}0,
F={c":neN}et X =D, Alors Xp = D" et Paction de G sur Xp est
moyennable a 'infini par le lemme 5.2. (]

THEOREME 5.4. Un groupe discret dénombrable G est moyennable a l'infini si
et seulement s’il admet une action moyennable sur le cube de Hilbert IN0.

Faisons d’abord les rappels suivants :

LEMME 5.5 ([18, lemme 3.6]). Un groupe discret dénombrable G est moyennable
a Uinfing si et seulement s’il existe une suite d’applications b": G — P(G) tel
que :
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1) pour tout n, il existe F,, C G fini tel que supp(b?) C F,, pour tout g € G;
g
(2) nlgr;o suppec [|9b), — byplli = 0 pour tout g € G.

LEMME 5.6. Soit G un groupe discret dénombrable. Si l’action de G sur l’en-
semble de Cantor DX° est moyennable & linfini, alors les images des b™ sont
finies.

PREUVE. Soit b": D® — P(G) une suite d’applications comme dans la
définition de la moyennabilité a I'infini. Puisque la dimension de Lebesgue de
I'espace de Cantor DX0 est zéro, il existe une partition finie v = (Ai)i=1,2,..n
de D™ en sous-ensembles ouverts et fermés, telle que I'image par b" de chaque
élément de ~ est contenue dans une des boules B, de rayon 1/n dans (*(G).
Notons ¢; les centres des boules correspondantes. Pour tout A; € v, considérons
I'application (b")" définie par (b"): = ¢; si x € A; € . Soit z € D®° ; il existe,
par définition de ™ et (b")’, une boule B, telle que

7 T : 2
[0 — (")l < sup |[p—¢lli = dlam(By),) = =
P,qE€B1/n n
Dot lim supcpro l9(5"), — (") | = 0. 0

DEMONSTRATION DU THEOREME 5.4. La suffisance est évidente. Montrons
la necessité. Si G est un groupe discret et dénombrable admettant une action
moyennable sur ’ensemble de Cantor, alors il existe une suite d’applications
b": D¥ — P(G) comme dans la définition de la moyennabilité & Iinfini. Par
le lemme 5.5, on peut supposer sans perte de généralité que, pour tout n, il
existe F,, C G fini tel que supp(b?) C F,, pour tout x € D¥°. Par le lemme 5.6,
supposons que les images des b™ sont finies et notons (¢;)ier=1,2,....n les images
de toutes les applications b™. Posons A; = (b”)c_i1 et considérons

¢ P(DY) 3 p— X u(Ay)e; € P(G).

Les applications ¢ sont clairement affines et continues par rapport a la topologie
vague sur P(D®°). Ce sont précisement les prolongements affines des applica-
tions b" sur P(DY0). Notons Py le sous-espace de P(D™0) formé des mesures
a support fini. Soit p = X7 ;6,5 € Py, on a : o = E;‘:laicgmi. Or cgmi =
5102, (Aj)ej = i = by, D'ou ¢, = ¥ a;by,. De méme, ¢, = 3,0, car
gp = gZzn:lai(Sﬂli = Zzn:lai(sgﬂm'

Pour tout € > 0,

gy — cgully = [Zscuighy, — Ticuiby,, 1 < Tiaillgh, — by, Iy < Tioe =e.

Po étant dense dans P(D°) et les applications ¢ continues, on a : SUP,ep(DRo)
||ch — c;‘u||1 < e. Dou nlingo SUp,,ep(D¥o) llgep — Cgu”l =0.

On conclut que I'action de G sur P(DX0) est moyennable. Par le théoréme de
Keller, P(D*°) est homéomorphe & I™0. O
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