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UNE THEORIE GENERALE ASYMPTOTIQUE DES
MESURES DE PAUVRETE
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REsSUME. Dans cette note, nous proposons une forme trés générale de
Iindicateur de pauvreté de fagon & inclure les indices disponibles dans la
littérature. La théorie de la normalité asymptotique est ensuite établie dans
sa globalité avec des conditions relativement douces sur la distribution des
revenus ou de la dépense. Les résultats simulés avec satisfaction se révélent
efficaces pour I’évaluation et le suivi spatio-temporel de la pauvreté au
moyen d’intervalles de confiance précis.

ABSTRACT. In this note, we introduce a Generalized form of the
Poverty Index (GPI) including almost all the available ones in the literature
as well as the general Exact asymptotic Poverty Index. The asymptotic nor-
mality theory is then established for the GPI when mild conditions on the
distribution of the income or the expenditure variable are assumed. The
results are conclusively simulated and turn out to be efficient for poverty
monitoring (in time) and poverty comparison (in space) with the help of
accurate confidence intervals.

1. Introduction. Cette étude a pour objet principal 1’établissement des
lois limites, ou asymptotiques, des indicateurs de pauvreté. Ceux-ci sont, dans
leur grande majorité, recensés et étudiés du point de vue axiomatique [16]. Bien
que nombreux et variés, nous pouvons les regrouper dans la forme générale,

1 7Y
(1.1) Jn = WZW(N,QJM(TN),

Jj=1

o a(-),b(-),d(-),w(-) sont des fonctions measurables, @) est le nombre total
(inconnu) de pauvres dans la population P des N individus ou ménages étudiés,
Z est la ligne de pauvreté et enfin Y; v < Yoy < -+ < Yy v sont les revenus
ou dépenses ordonnés des membres de la population classés du plus pauvre au
moins pauvre. Il convient de noter dés le début que les termes indicateur, mesure
ou indice de pauvreté sont couramment utilisés de maniére équivalente dans ce
texte et ailleurs.
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La ligne de pauvreté Z est fixée par les autorités ou les analystes économistes
eux-mémes de sorte que tout individu ou ménage ayant un revenu ou une dépense
Y (disons revenu annuel ou dépense annuelle) en dega de Z est considéré comme
pauvre. Le lecteur intéressé par cette question est renvoyé a [8]. Elle ne sera
pas abordée dans cette étude méthodologique. Elle le sera forcément dans les
applications appropriées de nos méthodes, par exemple [9].

A T’entame de cette introduction, il faut aussi signaler que la variable Y peut
étre le revenu ou la dépense. De méme, I'individu de la population étudiée est
en fait un ménage, ramené & un individu par une échelle d’équivalence-adulte.
La variable Y considérée dans ce rapport, est bien ’équivalent adulte.

Avant de repréciser le champs de cette investigation, nous allons décrire la
classe des indicateurs de pauvreté, qui peut se diviser en deux grandes sous-
classes. La premieére concerne les indicateurs non pondérés, ceux pour lesquels le
poids est I'unité, c’est-a-dire w(N, @, j) = 1. Dans cette sous-classe, I'indicateur
le plus populaire et certainement le plus utilisé est celui de Foster, Greer, et
Thorbecke (FGT) [5] défini pour « > 0, par

(1.2) Jrer(a) = ;fﬁz(Z_ZYJN)a

Quand « = 0, (1.2) se réduit a la prévalence de pauvreté QQ/N, tandis que pour
a=1et a =2, il est respectivement interprété comme l'intensité et la sévérité
de pauvreté. La deuxiéme catégorie d’indices concerne ceux qui sont pondérés.

Mentionnons deux parmi eux. D’abord, la mesure de Sen [13]
Q
2 Z—-YinN

1.3 JSEN.N = ~—— —in (5N,

1

j
qui a été généralisée par Kakwani [7] & travers
Q
Z-Y;
QY@+ (Z ),

T Ne(Q) &

(1.4) Jxak N (k)

pour k > 1 et ®¢(Q) = Z;i? j*. La généralisation veut dire ici que la mesure
de Sen est obtenue en faisant k¥ = 1 dans (1.4), c’est-a-dire que Pspn,ny =

Piax,n(1). Ensuite Shorrocks [14] introduisit
(1.5) Psun = LZQ:(QN 2'+1)(M)
. SH,N = N2 < J 7 .

Plusieurs autres indices existent dans la littérature, recensés en général dans [16].
L’étude de ces indicateurs, dans leur formes discretes, suivant ’approche pio-
nniere et axiomatique de Sen, est largement menée, dans le cadre de la réduction



UNE THEORIE GENERALE ASYMPTOTIQUE 47

de la pauvreté. Les lecteurs intéressés sont orientés vers [13], [16], et [10]. Nous
ne sommes pas directement concernés par cette approche dans notre présente
investigation.

Par contre, notre préoccupation précise est ’établissement de résultats glo-
baux de propriétés asymptotiques des indices de pauvreté, en vue d’une estima-
tion efficace par intervalles de confiance de (1.1). En effet, le paramétre inconnu
(1.1) doit étre estimé par sondage. Il est alors important d’établir la normalité
limite en vue d’obtenir des tests statistiques. Pourtant, il n’existe pas encore une
théorie aymptotique normale cohérente afférente a ces indices. Certains travaux
ont été consacrés a l'inférence statistique d’indices particuliers, par exemple [1].
Dans un autre registre, l'index FGT a fait 'objet de travaux dans ce sens, par
Dia [4] en utilisant les processus ponctuels et par les auteurs [11], dans le cas
particulier & = 1 avec des fonctions de distribution du domaine extrémal. Notre
ambition est d’établir d’un seul coup une théorie asymptotique des indicateurs
de pauvreté, en particulier définis par (1.2)—(1.5). Les méthodes utilisées con-
tiennent au dela des résultats obtenus, une méthodologie applicable aux indices
encore inconnus.

En résumé, nous offrons une approche unifiée, en ce sens que, tous les indica-
teurs sont a la fois étudiés et la forme considérée sous sa forme mathématique, en-
globe des indicateurs que les chercheurs sur le bien-étre social pourraient déduire
et proposer plus tard. Il faut noter cependant que I'indice de Kakwani n’est pas
couvert par ces résultats. Mais le travail supplémentaire & faire pour le couvrir
repose sur les preuves ci-bas exposées. Il sera complet dans un papier a venir.
Dans une autre étude d’applications, une investigation a large échelle sera menée
sur ESAM T et IT (Enquétes Sénégalaises Aupres de Ménages). Dans la présente
étude, les résultats seront simulés et appliqués aux bases ESAM a titre illustratif.

Formulons maintenant notre probleme. Nous tirons un échantillon de n in-
dividus totalement aléatoire, avec remise, de la population P, et observons
la variable Y, si bien que nous obtenons Yi,Y5,...,Y,, n variables aléatoires
indépendantes et identiquement distribuées selon la fonction de répartition G de
Y, dont la borne inférieure de son support est yo = inf{z, G(z) > 0} > 0. Etant
donné la ligne de pauvreté Z, le nombre aléatoire de pauvres dans ’échantillon
est ¢, = q. L’index échantillonné et aléatoire, considéré comme estimateur de
(1.1), est alors

(1.6) T = ZC(n,q,j)d<%),

j=1

S|

ou ¢(n,q,j) =nwn,q,j)/{a(n)b(q)}. I est clair que (1.6) depend des ¢ valeurs
extrémes inférieures. Si ¢/n — 0, nous ne serions concernés que par la queue
inférieure de G. Cette situation serait typique des pays nantis, avec tres peu
de pauvres. Le cadre statistique naturel adapté serait la théorie des valeurs
extrémes. Mais, pour les pays pauvres que nous analysons, la prévalence em-
pirique est souvent supérieure a 50%, si bien que I’hypothese raisonnable est la
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suivante :

g/n—&=G(Z) €]0,1].

Donc, nous serons au plus concernés par la queue et le centre de la distribution.
Cela est conforme a I’hypothese de focalisation des indices de pauvreté qui stipule
que ceux-ci sont des fonctions strictes des revenus ou dépenses des pauvres. Ainsi,
nous ferons appel a deux types de conditions pour GG. Pour le centre, nous ferons
appel a la différentiabilité. A la queue, nos conditions seront inspirées par la
théorie des valeurs extremes, sans en étre limités.

Il est aussi commode de recourir & une transformation de ¥ > 0 en X =
1/(Y — yo) de fonction de répartition F(-) =1— G(yo+ 1/+), avec un support
non borné & droite. Cette transformation permet aussi sur le plan pratique de
trouver de bons ajustements de la loi des revenus. En effet, il a été remarqué
que X est bien modélisé par la loi lognormale ou celle de Singh-Maddalla. Alors
(1.6) devient

1 . ny()*X»,:_lj_i_ln
Ej:1 C(nvqaj)d( Z )

(1.7) Jn =

Nous allons décrire le comportement asymptotique de la classe générale des
indicateurs de pauvreté (1.7) avec des conditions relativement douces. Afin de
bien comprendre les résultats exposés ici, il faut noter que (1.1) est la forme
discrete générale de l'indicateur de pauvreté, utilisée dans 'approche axioma-
tique. Cependant, pour une population de trés grande taille (presque infinie),
cet indicateur ne peut étre observé que sous un échantillon, souvent tres grand,
de sorte que le tirage puisse étre considéré comme avec remise. Il devient, de ce
point de vue, une variable aléatoire sous la forme (1.7). Nos résultats permettent
alors de voir que (1.7) converge en probabilité vers une quantité de la forme

G(2) o — (1 —
J:/ L(u, F)d(Z=Y0 1; U=y
0

ou L est un poids exact correspondant au poids discret de I'indicateur empirique.
Ainsi J s’interpréte comme la forme générale de 'indicateur de pauvreté exacte
induite par la loi G (donc F') du revenu ou de la dépense. Nos résultats per-
mettent d’estimer J par J, par intervalle de confiance & partir des résultats de
normalité asymptotique, qui se révelent assez précis pour de petites tailles grace
a des simulations conséquentes.

2. Nos resultats. Nous aurons besoin des hypotheses suivantes. Une
premiére série d’entre elles est rélative a la fonction d( ) :
(D1) d(-) admet une dérivée sur |0, 1).
(D2) d'(=*2) et d(***) sont finis.

Une deuxiéme série concerne la fonction de répartition, c’est-a-dire, A(u) =
1/F71(1 —u):
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(C1) A(-) est dérivable sur (0,1) et sa dérivée est notée A’(u) = a(u).
(C2) a(-) est continue sur un intervalle [a’,a”] avec 0 < @’ < a” < 1.
(C3) Jug > 0,3n > —3/2,Vu € (0,up), |la(u)] < C'Ou”exp(fu1 b(t)t~1dt), ot
0 < b(t) — 0 quand ¢ — 0.
La condition (C3) veut dire que a est majorée par une fonction & variation
réguliere )

S(u) = Cou™ exp (/ b(t)t* dt)
u
d’exposant n > —3/2.

Enfin, les conditions supplémentaires concernent le poids ¢(n,q,j). Cepen-
dant, nous ne pouvons les décrire de maniere précise a cette étape. Il nous suffit
de dire que nous transformerons c¢(n,q, j) sous forme d’une fonction aléatoire
L,(-), de sorte que L, (j/n) = c¢(n,q,j) et que L, () converge vers une fonction
continue L. Nous aurons alors besoin de 'hypothese

(2.1) Vit sup |La(s) - L(s)| = 0,(1).

0<s<1

Ces hypotheses se révelent tres douces, et sont vérifiées par 'essentiel des
mesures de pauvreté courantes et les fonctions de répartition usuelles. Nous
allons exposer nos résultats ci-dessus. Nous ferons un bref commentaire et don-
nerons par la suite quelques indications sur les preuves largement disponibles
dans [10].

THEOREME 1.  Supposons vraies les hypothéses (C1)-(C3), (D1)-(D2), et
(2.1). Alors /n(J, — D) — N(0,6?), avec

D, = /Oq/” L(s)d(Z — o= 1/ZF_1(1 — 8))ds,

G(Z) ,G(2)
0 =7 /0 /0 L(u)L(v)h(uw)h(v)(u A v — wv) dudv,

ou h(s) = a(s)d’(%m). Soit

D= /OG(Z) L(s)d(Z — - 15_1(1 - s))ds.

Alors /n(J, — D) — N(0,9?), ou

G(2)
92 = 62 + K(G(2))2G(Z)(1 - G(2)) + %Z(Z))a —G(2)) / sL(s)h(s) ds,

1/n

avec
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REMARQUE 1. Ces résultats ont été simulés avec satisfaction pour des tailles
moyennes, de 'ordre de 50. Dans les données disponibles du Sénégal, ’ajustage
de F' avec la loi lognormal est bon, tout comme avec la loi de Singh—Maddalla.
Ces résultats se révelent efficaces dans ’évaluation et le suivi comparatif, aux
plans spatial et temporel, de la pauvreté. A titre d’exemple, une étude a large
échelle a été faite avec les bases de données du Sénégal [9].

3. Proofs. Nous allons simplement brosser la preuve de nos résultats qui
sont relativement techniques et disponibles [10]. Mais il est important de voir
comment le poids ¢(n,q,j) est exprimé au moyen d'une fonction L, (-). Pour
cela, utilisons la représentation des variables aléatoires X;, i > 1, par F~1(1-U;),
1> 1, ou Up,Us,... sont des variables aléatoires indépendantes uniformément
distribuées sur (0, 1). Soit maintenant U, (-) et V,,(-) la fonction de répartition
et la fonction des quantiles empiriques basées sur U;, 1 < i < n. Nous avons

n

= E = Un(Vn(S))a

si bien que
. J—1 J N _
ji>1, <s < == c(n,q,j) = c(n, q,;nUp(Va(s)) = Ln(s).
n n

Puisque U,,(V,,(s)) — s, presque slirement quand n — 0o, nous pouvons espérer
que L, (-) converge uniformément vers une certaine fonction L( ), positive et
contintiment différentiable sur (0,1), c’est-a-dire que,

L,(-)— L(-), p-s. quand n — oo.

Nous exigeons dans ce papier, en plus de (2.1) que les fonctions L, () soient
uniformément bornées par une constante D > 0, c¢’est-a-dire

sup sup [Ln(s)| < D, p.s.
n>1 0<s<1

Nous pouvons aisément vérifier que (2.1) a lieu pour beaucoup de mesures de
pauvreté classiques, en particulier les mesures non pondérés puisque L,, = L =1
pour elles. Vérifions la, pour la mesure de Shorrocks. En effet, nous avons

L,(s) =c(n,q,7) =(2—2j/n+1/n) — L(s) = 2(1 — s),

et

Vi(Ln(s) = L(s)) = =2vn(Un(Va(s)) — s) + 1/v/n.

Nous obtenons, via [15, p. 151], que

Vi sup |Ln(s) — L(s)| < 3/v/n.

0<s<1
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En fait, cette condition est généralement satisfaite quand le poids ne dépend
pas du nombre aléatoires de pauvres ¢, de ’échantillon. Les mesures de Sen
et de Kakwani n’entrent pas dans ce registre. Le poids L,(-) introduira une
modification de la loi limite normale. Nous nous y pencherons dans un autre
article.

Il nous reste simplement a indiquer la preuve du Théoreme 1. Pour cela, on
utilise la représentation citée et les approximations dites hongroises. Précisé-
ment, Cs6rgd et al. [2] ont construit un espace de probabilité portant a la
fois une suite de variables aléatoires Uy, Us, ... indépendantes et uniformément
distribuées sur (0,1), et une suite de ponts Browniens (B,),>1 telles pour
0 <v<1/2, quand n — oo,

su M _ v
(31) 1/n§5§1i71/n (S(l — s))l/Q—V OP( )7

et pour 0 < v < 1/4,

[Bn(s) — an(s)|

(3.2) supl/n < s < 1=1/na=sim=y

= Op(niu)v

ou a, et 3, sont respectivement le processus empirique et le processus des quan-
tiles basés sur Uy, ..., U,. (Voir aussi [3] pour une preuve plus directe et courte,
et [12] pour une version duale, en ce sens que dans [2], (3.1) est établie pour
0<v<1/2et (3.2) pour 0 < v < 1/4, tandis que dans I'approche de [12], (3.1)
est établie pour 0 < v < 1/4 et (3.2) pour 0 < v < 1/2). Nous nous plagons dans
cet espace et utilisons la représentation {X;,i > 1} = {F~1(1 -U;),i > 1}. A
partir de 1a, par des procédures habituelles, on peut mettre la statistique J,, sous
une forme intégrale faisant intervenir la fonction empirique des quantiles. En-
suite par des techniques faisant largement appel au théoreme des accroissements
finis, nous serons en mesure de développer v/n(J, — D) sous la forme

Vn(J, — D) =: N, + Vn(D,, — D)+ Ro.0.n + Ro1,n + Ri.n + Ron + R 1,

G(2)

N, = —/ L(s)By(s)h(s) ds.

Z 1/n

Le principe des preuves consiste a montrer que les termes R, tendent vers zéro
en probabilité sous les hypotheéses du Théoreme 1, que

N, et N,++n(D,— D)
tendent vers des lois normales centrées de variances respectives 62 et 9¥2. Remar-

quons enfin que k(G(Z)) est nul dés que F est bijective et cela conduit a I’égalité
6% = 2.
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