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SUR LES EXTENSIONS RELATIVEMENT PYTHAGORICIBNXHS 

Yoshio NAKAMURA 

Piéaeiité piw. K. Hwuuugi, F.R.S.C. 

Résumé. Nous dirons une extension K d'un corps K (K/k 

en abrégé) est relativement pythagoricienne(une génér-

alisation de la définition dans [5]), si chaque somme 

.1 a? (a.6k,n««0 des carrés dans k est un carré dans K, 

c'est-à-dire.S a?=a2(3 a EK). Dans cette note nous al Ions 

caractériser les extensions des corps relativement 

pythagoriciennes et montrer quelque propriétés de ces 

extensions. 

I) Notations et définitions. 

Dans toute la suite, tous les corps sont supposés de 

la caractéristique =2. On dit un corps commutât i 1" est 

formellement réel si -l n'est pas somme des carrés dans 

ce corps. Une forme quadratique q=<ai,a2,...,an> sur le 

•corps k est une forme diagonale ai xi+a: xf+. . .+;inx|i| . où 

a, .a, a €k. Pour les définitions d'ordre dans un 

corps k, anneaux de Witt W(k), isotrope etc. on réfère 

à [31. W (k) désigne la torsion du groupe additif IV(k). 

Généralement nous utilisons le même symbole pour une 

forme quadratique dans k et cette image dans h'(k) . l'our 

tout q€W(k), qK désigne la forme q considéré dans K qui 

est une extension d'un corps k. Kcr(K(k)-»K(K)) est 

l'ensemble de tous les éléments qeW(k) tels que qK=a 
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dons U'(K) . I.a plus petite extension k/k qui est rela-

tivement pythagoricienne, c'est-â-dire k = n ^l'inter-

section de toutes extensions k./k relativement 

pythagoriciennes dans une clôture algébrique de k, est 

dit une clôture relativement pythagoricienne du corps k. 

Il est évident que K/k est relativement pythagoricienne 

si ot seulement si Kz>k . 
r 

2) l.c cas des corps non plus formellement réel. 

Thoor&mc 1. Si un corps k n'est pas formellement réel, 

alors k est le corps engendré sur k par toutes racines 

cairéesdes éléments de k. 

Preuve: Par notre supposition, il existe des éléments 

a, a € k , tels que -1 = £ a, . On 
• * ' n isl^ 

sait que chaque clément a€k est représenté tel que 

x' - ys =a, pour des certains éléments x ,y de k. Ainsi 

a = x: + (,i a:. )y2 est une somme des carrés dans k. Alors 

/̂â e k . Il est bien sûr que le corps engendré sur k par 

toutes racines carrées des éléments de k est relative-

ment pythagoricien. Donc ce corps-ci est exactement ^ ^ 

3) I.e cas dos corps formellement réel. 

Proposition 1. Soit k un corps formellement réel. Si S 

est un préordre(preordering [4]) dans k, c'est-à-dire 

S f k,klcS,S+S c S,S-S c S, et si K=k({\/sl s E S}) , 

alors on a 
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Kcr(W(k)-»WCKp)) =s^s<l,-s>hî(k), 

où K est une clôture pythagoricienne de K ([3]). 

Pour la preuve on confère à [1]. 

Théorème 2. Pour un corps formellement réel , on a 

Kor(W(k)-»W(k ))= t<l,- a^>W(k) = Wt(k). 

Preuve: Un ensemble de toute somme .t.â  (a.f k,n«») des . i°l i i 
carrés dans k est une préordre dans k, et 

kr= k({tf.2 a? I a.e k,n <<=)). Dans proposition 1, 

remplaçons K par k . Alors K =k et nous avons 

Ker(WCk)-.W{kp)) = Z<1,-Ea^WCk) • 

Mais £<l,-Za*>W(k) <= Kcr(W(k)-»WCkr)) et kr= kp • On sait 

Kcr(W(k)-»W(kp))=Wt(k) ([3]) > donc la preuve est complète. 

Lemme 1. Soit K/k une extension formellement réelle. Si 

tout q€ W (k) est la forme isotrope sur K, alors K/k 

est relativement pythagoricienne. 

Preuve: l'our des éléments a,,...,a dans k, 1 ' n 

q=<l,-.£ a?> est un élément de Kt(k), aussi bien dans 

la preuve de théorème 2. Par la supposition qK est 

isotrope, alors q =0. Donc .Z,:i? est un carré d'un 
r ' K 1 = 1 l 

élément de K, ceci montre que K/k est relativement 

pythagoricienne. 
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Théorème 3. Soit K un corps formellement réel. Une 

extension K/k est relativement pythagoricienne si et 

seulement si Kor (W(k)->W(K)) a W (k). 

Preuve: Si Ker(h'{k)-»W(K)) = W (k), alors K/k est 

relativement pythagoricienne par lemme 1. Au contraire, 

soit K/k relativement pythagoricienne. Par le théorème 2, 

Kcr(lï(k)-.h(K)) = Kcr(U,(k)-»W(kr)) = WtCk). 

Dans le théorème 3 il est facile qu'on remplace la 

condition Ker(h'(k)-»h'(K) ) D W f k) par la condition que 

tout q€ K (k) est la forme isotrope sur K ou par la 

condition Ker(lV(k)-»WCK) ) =W (k) . Et celui-ci peut 

être caractérisé comme la proposition suivante. 

Proposition 2. Soit K un corps formellement réel. Alors 

lï (k) = Ker(h'(k)-»W(K) ) si et seulement si 

(1) tous les ordres de k peuvent être prolongé dans K, et 

(2) pour tout q = OeK(k) ,q.. nbst pas d ' ordre finicomme un 

clément d'un groupe additif W(K). 

Preuve: Suppons que W (k) - Kcr(W(k)-»W(K)) . Alors on a (1) 

par [2] ou (5,p.154]. Or, si rqK = 0 £W(K) pour certain 

nombre naturel r,alors rq€Ker(W(k)-.W(K))=Kt(k) . Ainsi 

qeK (k) = Ker(K(k)-.WCK)) , et q = 0 , ce qui montre (2). 

Au contraire suppons (1) et (2). Alors w
t(kl ^ 
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Ker(W(k)-»W(K)) par [2]. D'autre part, pour tout q€lVt{k), 

il y a nombre naturel r tel que rq " 0 €W(k). Donc rqK=0 

et q =0 en vertu de (2), ce qui montre Wt(k) c 

Ker(W(k)-»WCK)) et achève la démonstration. 

Nous allons montrer une autre simple propriété d'une 

extension formellement réelle. 

Proposition 5. Soit K un corps formellement réel ct 

soit K/k une extension relativement pythagoricienne. 

Alors, si la forme quadratique q non-isotrope repré-

sente quelq'un aCk et -a, q est isotrope sur K. 

Preuve: On peut suppons 

q = < a,a2,. . . >an>, où a2,...,an6 k. 

Puisque q représente -a, alors 

q ± <a> = < a,a,a2,...,an> 

est isotrope sur k, ce qui montre q=<a,a2,...,an> est 

isotrope sur K d'après la supposition de notre 

proposition. 
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ALGEBRES HEREDITAIRES ET TOBULAIRES 

PAR MORCEAUX 

Ibrahim Assera et Andrzej Skowroriski 

Plteanté pat V. Vtab, F.R.S.C. 

RESUME: Nous caractérisons les algèbres dont la catégorie dérivée est 

équivalente à la catégorie dérivée d'une algèbre héréditaire de type Dynkin ou 

Euclidien, ou d'une algèbre tubulaire canonique. 

1. Soit k un corps algébriquement clos. Toutes nos algèbres sont associatives, 

unifères et de k-dimension finie. Sans perte de généralité, on peut aussi les 

supposer sobres et connexes. Tous nos modules sont à droite et de k-dimension 

finie. Soit A une algèbre, et D (A) la catégorie dérivée des complexes bornés 

sur la catégorie mod A des A-modules [V]. Pour un graphe fini et connexe A , 

on dit que A est héréditaire par morceaux de type A [Hl] si D (A) est équiva-

lente, en tant que catégorie triangulée.à D (C), où C est une algèbre hérédi-

taire dont le carquois ordinaire [G] admet A comme graphe sous-jacent. On se 

limitera dans cette note à considérer le cas où A est un graphe de Dynkin ou un 

graphe Euclidien, ce qui correspond au cas où C est de type de représentation 

classifiable. De même, on dit que A est tubulaire par morceaux si D (A) est 

équivalente, en tant que catégorie triangulée, à D (G), où C est une algèbre 

tubulaire canonique [R]. L'objectif de cette note est de présenter quelques 

résultats obtenus dans la classification de ces algèbres. 

2. On rappelle qu'un nxxlule T. est dit inclinant (respectivement, co-inclinant) 

[HR] si Extj^T,-) = 0 (respectivement, Ext^(-,T) = 0), Ext^lT.T) = 0, et le 

nombre de facteurs directs indécomposables non-isomorphes de TA est égal au 

rang du groupe de Grothendieck ^ ( A ) . Deux algèbres A et B sont dites équivalen-

tes pour les inclinaisons et les co-inclinaisons s'il existe une suite d'algè-

bres Aj, = A, A., ... A = B et une suite de modules inclinants ou co-incli-

nants T^ (i = 0, 1, ... m) tels que A1 + 1 = End T^ . Si B est héréditaire ayant 
A conme graphe sous-jacent de son carquois, et si en outre chaque i est un 



84 I. Assam et A. Skowroiiski 

Aj-inodule inclinant tel (fie, pour tout module indéconposable M, , on a soit 

HomA (Tl,M) = 0, soit Ext^ (T^.M) = 0, on dit que A est une algèbre 

pré-tnclinée de typeA [AH]^ Enfin, si mtl, A est dite inclinée [HR]. Il suit 

de (H1)[H2] que les conditions suivantes sont équivalentes pour une algèbre A 

et un graphe A , Dynkin ou Euclidien: 

(i) A est héréditaire par morceaux de typeA. 

(11) A est équivalente pour les inclinaisons et les co-inclinaisons 

à une algèbre héréditaire de type A. 

(ill) A est pré-inclinée de typeA. 

La caractérisation des algèbres héréditaires par morceaux de type 

Dynkin ou Euclidien se ramène donc à celle des algèbres pré-inclinées. 

3. Soit A une algèbre triangulaire, c'est à dire dont le carquois ordinaire 

n'a pas de cycles orientés. Bn particulier, la dimension globale de A est finie 

et par conséquent, la catégorie dérivée D (A) s'identifie à la catégorie 

d'homotopie des conplexes bornés de A-modules projectifs K^proj A) [V]. Soit 

P' un complexe indécomposable de K (proj A). SI PL = 0 pour ^ p et i>q, alors 

que Pp ii 0, P*1 * 0, on dit que la largeur de P" est q-p+1. La dimension 

globale forte de A est le suprémum des largeurs des complexes indécomposables 

de K (proj A). Il est clair que la dimension globale de A est plus petite ou 

égale à sa dimension globale forte. On dira aussi que D (A) est de cycles finis 

si, pour toute suite de morphismes non-nuls et non-inversibles entre 

complexes indécomposables de D (A) de la forme ÎC - Mj > ... - M' = l't, 

les complexes Mj (i = 0, l , ... m-l) se trouvent dans un tube (au sens de 

[RD du carquois de Db(A) [Hl]. On a: 

THEOREME (A) : Les conditions suivantes sont équivalentes pour une 

algèbre A: 

(i) A est héréditaire par morceaux de type Dynkin ou Euclidien ou 

tubulaire par morceaux. 

(ii) A est pré-inclinée de type Dynkin ou Euclidien ou équivalente 

pour les inclinaisons et les co-incllnalsons à une algèbre tubulaire canonique. 

(ill) A est triangulaire, sa dimension globale forte est finie, et 

D (A) est de cycles finis. 
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On en déduit que A est tubulaire par morceaux si et seulement si 

elle est équivalente pour les inclinaisons et les co-inclinaisons à une 

algèbre tubulaire canonique. 

4. On sait que toute algèbre A s'écrit sous la forme A - kQ/I, où kQ est 

l'algèbre des chemins du carquois Q de A et I un idéal de kQ contenu dans 

radTdJ [G]. Uh tel isomorphisme est une présentation de A. Le groupe 

fondamental 11.(0,1) de la paire (Q,I) est défini dans [MP]. Une algèbre A sera 

dite simplement connexe si, pour toute présentation A s kQ/I de A, Q n'a pas 

de cycles orientés et le groupe fondamental de (Q,I) est trivial. 

THEOREME (B) : Soit A une algèbre satisfaisant les conditions 

équivalentes du théorème (A). Alors A n'est pas sinplement connexe st et 

seulement si elle est pré-inclinée de type A . 

5. La classification se scinde donc en deux parties: le cas où A est 

pré-inclinée de type A et le cas simplement connexe. Dans le premier cas, 

on a: 

THEOREME (C): Une algèbre A est pré-inclinée de type A si et 

seulement si on peut trouver une présentation A~ kQ/I telle que (Q,I) a 

exactement n+l somnets et satisfait les conditions suivantes: 

(i) Le nombre de flèches de source ou de but donné est au plus 

égal à deux. 

(ii) I est engendré par un ensemble de chemins de longueur deux 

(appelés relations). 

(iii) Fbur chaque flèche q , il existe au plus une flèche g et 

une flèche y telles que qg et -ya n'appartiennent pas à I. 

(iv) Pour chaque flèche », il existe au plus une flèche ,\ et une 

flèche u telles que oX et pa appartiennent à I. 

(v) Q contient un cycle unique (non-orienté) C sur lequel le nombre 

de relations dans le sens des aiguilles d'une montre égale le nombre de 

relations dans le sens contraire. 

On voit de suite que le groupe fondamental de (Q,I) est Isomorphe 

à 2. En outre, A est de représentation finie si et seulement si le cycle C est 
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lié. Dans ce cas, nous obtenons aussi une caractérisation de A par les 

propriétés de son carquois d'Auslander-Reiten. 

6. Dans le cas simplement connexe, on considère deux cas: si A est de 

représentation infinie, on obtient une description complète (par carquois 

liés) de l'algèbre A. SI A est de représentation finie, on utilise sa forme 

quadratique: solt S,, S- ... S un ensemble complet des classes d'isomorphisme 

des A-modules simples. La forme quadratique q. de A est la forme sur IC^A) 

dont la matrice [q. .] est donnée par: 

q i j = Si l ' 1 ) t d i ^ ^ (si' s j ) 

Happel a démontré que A est pré-inclinée de type Dynkin si et seulement si A 

est simplement connexe et q. positive définie. Nos méthodes permettent de 

donner une démonstration simple de ce résultat. Nous démontrons aussi que: 

THEOREME (D): Une algèbre A de représentation finie est pré-incli-

née de type Euclidien • A. si et seulement si A est simplement connexe et 

q, positive semidëfinie de corang un. 

Rappelons cfje la connexité simple d'une algèbre de représentation 

finie s'exprime au moyen d'un critère comblnatolre simple (la condition (S) 

de Bautista-Larriôn-Salmerén). 

7. Les résultats précédents s'appliquent à l'étude des extensions triviales 

domestiques. L'extension triviale T(A) de A par son cogénérateur injectif 

minimal .DA. = Hon. ( A ,k) est l'algèbre dont la structure additive est celle 

du groupe abélien A DA et dont la multiplication est définie par: 

(a.f) (b,g) = (ab, ag+fb) 

pour a,b A et f,g DA. T(A) est une algèbre auto-lnjective et même symétri-

que. On rappelle aussi qu'une algèbre B est dite domestique s'il existe un 

nombre fini de foncteurs (de paramétrisation) F.: mod k[X] * mod B, où i = 1, 

2, ... t tels que : 

(a) Pour chaque i, Fi = -®k[X]Qi où Q. est un k[X]-B-biinodule, 

libre et de type fini en tant que k[X]-module. 

(b) Pour chaque dimension d, toutes les classes d'isomorphisme de 

B-modules indécomposables, sauf au plus un nombre fini, sont de la forme F. (M) 
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pour un 1 et un k[X]-module indécomposable M. 

Enfin, B est dite t-paramétrique si le nombre minimal de ces 

foncteurs est t. 

On a le résultat suivant, obtenu avec J. Nehring (comparer avec 

[AHR]): 

THEOREME (E) : Soit A une algèbre simplement connexe. Les conditions 

suivantes sont équivalentes: 
(1) T(A) est domestique de représentation infinie. 
(ii) T(A) est 2-paraiiiétrique. 

(iii) A est pré-inclinée de type Euclidien * A . 

(iv) Il existe une algèbre inclinée B de représentation infinie et 

de type * A telle que T(A) - T(B). 

Note: Ces résultats ont été obtenus alors que les auteurs 
visitaient l'Université de Bielefeld en tant que boursiers Alexandre von 
Humboldt.Ils voudraient remercier C. M. Ringel pour son hospitalité. 
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HOMOMORPHISMES P-PETITS DE GROUPES 

ABELIENS P-TORSIO» P-REDUITS 

B. SARR 

pKéietvté pou. H. ZaAiinhaiu, F.R.S.C. 

Sommaire : Dans ce travail, nous donnons une généralisation 

de certains résultats de R.S. Pierce concernant les homomorphismes 

petits de groupes abeliens primaires. Nous considérons ici une 

classe de groupes abeliens mixtes appelés groupes p-torsion dont 

les sous-groupes de p-base sont de torsion. 

1) Notations et définitions : 

- Un groupe G est dit p-torsion, s'il possède un 

sous-groupe de p-base p-primaire. p est un nombre premier fixé. 

Un sous-groupe A d'un groupe p-torsion G est dit 

p-large dans G s'il est totalement invariant et si pour tout 

sous-groupe de p-base B de G, on a G = A + B . 

La notation est en général celle de [5] . 

Toute suite u de la forme u = (u ,u ,...,uk,...) est 

une suite croissante d'entiers non négatifs. 

- G(u) = { x c G | HG(x) £ u } où Hp(x) désigne la suite 

d'Uln de x dans G . 

- UG = { u = (Ug.u.,... ,uk,...) I G(u) est p-large dans G}. 

G désigne la partie p-priraaire de G . 

Dans la suite les groupes considérés sont p-torsion 

et p-réduits. 

Remarque : Si G est p-torsion et p-réduit et si 
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x éllaent de 3 est d'ordre fini, alors son ordre est une puissance 

de p. 

Froposirion 1.1 : Soit L un sous-groupe totalement invariant 

de 3. Les canditions suivantes sont équivalentes. 

i ) L est p-large dans G. 

ii) Il existe une suite v = (v .v v 1 
0' l ' "" • ' k • • • • ' 

vk k croissante talle que p KG[pK] ç L et G = L + G . 

?roroSitioR 1.2 : Soit u = ( u ^ U j , . .. ,uk ,... ) strictement 

:r3issar.te. 3n a l'égalité 

(u) = I ? '<G[pk] ^ Vk = u k-i " k + l-iJL v 0 £ v1 

: On nontre par induction sur e(x) avec x e G (u) 
P 

:ue 3:î(u) ç ~ 
k 

G[p ] . L'autre inclusion se fait en montrant 

vk W par induction sur k que p G[p ] c G (u) . 

rrspjsiti^n 1.3 : Soit F un sou s-groupe de G. Le 

i) F contient un sous-groupe p-large de G 

ii) Il existe un e suite v = (v0,v1,...,vk,...) telle 

=ue P 3[? 3 £ F et 3 = (F n G(u)) t G où 
P 

= ̂ u0,ul••••»uk.-••) ave k + l + k 

P r e u v e : i' - il'. Si F = G(u) qui est p-large dans G, on 

montre comme dans la proposition 1.1 qu'on a ii). De plus 
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G = G ( u ) + G = ( F n G ( u ) ) + G . 
P P 

i i ) •* i ) . On a G = <F n G ( u ) ) + G avec 
P 

" i , = v . , . + k • G < u > = G < u ) n G = G ( u ) n ( ( F n G ( u ) ) + G ) = k k + l p 
(T n G ( u ) ) + 6 ( u ) . Donc i l s u f f i t de m o n t r e r que G ( u ) c F . 

v k k D ' a p r è s l a p r o p o s i t i o n 1 . 2 , on a G ( u ) = Z p G[p ] e t 
k 

vk k 
p G[p ] ç F V k par hypothèse, donc G (u) ç F. Il s'ensuit que 

G(u) ç F et G = G(u) + G . Par conséquent G(u) est p-large 

dans G. 

Définition 1.1 : Un homomorphisme f: G — > A est dit p-petit 

si son noyau kerip contient un sous-groupe p-large de G, 

L'ensemble des homomorphismes p-petits de G dans A est noté PHom(G,A). 

Exemple : Tout homomorphisme d'un groupe p-borné est p-petit 

et tout homomorphisme dans un groupe p-borné est p-petit. 

Théorème 1.5 : Soit <p c Hom{G,A). Les conditions suivantes 

sont équivalentes. 

i ) <p est p-petit. 

ii) Il existe une suite v = (v ,v ...,v ,. .. ) 

strictement croissante telle que e(x) > v implique e((p(x)) < e(x)-k 

_̂t G = ((kenp) n G{u)) + G où̂  u = (u0 .u,, ... ,u)(,... ) 

î**- uk = vk + l - 1 • 
iii) Il existe une suite w = (w0,w ,...,w. ,...) telle 

w. . 
que p Gtp ] c ker* et G = ((kenp) n Gis)) + G _où_ 

(z0,z1,...,2k,...) avec zk k + l + k 

Preuve : i) *• iii). Déjà prouvé (proposition 1.3) 
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ii) = iii). Posons w k = ^ " k. On remarque que 

si u = (Ug.Uj,...,uk,...) avec uk = v k + 1 - 1 et si 

2 = ^ o ' 2 ! ' • • ' ,zk ' * ' * ' a v e c = wk +i + k, on a z = u et par 

consequent G = ((kenp) n G(u)) + G = ((kenp) n G(z)) + G 
P p 
w 

Montrons par induction sur k que p G[p ] c kenp. 
P G[p ] = {0} ç kenp . p G[p] ç ker ip . En effet, si x « p -^GCp] 

et x p! 0, on a e(x) = 1 et h^Cx) i v II existe y e G tel que 

x = P y, e(y) = w1 + 1 = v1, donc e((p(y)) S v - 1 = w et 
wl wl par consequent ip( x ) = <p ( p •'y) = p -"Xy) = 0 et x e kerip. 

Wk-1 k-î wi^ v 
Supposons que p G[p ] ç kenp et soit x e p G[p ]. On a 

W 
e(x) = k ou e(x) < k. Si e(x) < k, x £ p k ' 1 G C p k ' 1 ] et par 

w 
hypothèse d'induction x e kerip. Si e(x) = k, x = p y avec y « G , 

e(y) = wk + k = vk et e(ip(y)) S vk - k = wk par conséquent 
wk «(x) = p ' ip(y) = 0 et x c kerip . 

iii) •> ii). Posons v = w + k. Si 

2 = ( z o' zi ' " " *'zk ' * * ' ' a v e c zk = wk + l + >« e t si 

U = ( u o • u l , - "''"k'"*'' a v e c uk = vk+l " 1 a l o r s z = u et 
G = ((ker*) n G(z)) + G = ((kenp) n G(u)) + G . Soit maintenant P p 

n = e(x) i v e(p n" x) = k et h ° (p n" k x) > n - k £ w, donc K P k 

ip(p x) = 0 = p irfx), par conséquent e(<p(x)) s e(x) - k . 

2) Quelques théorèmes d'extension 

Dans cette partie, nous montrons que sous certaines conditions, 

les homomorphismes p-petits s'étendent d'un sous-groupe de G â 
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tout G. B désigne un sous-groupe de p-base de G. 

Lemme 2.1 ; Soit un homomorphisme iP:B — > A tel que 

kerip s B(u) (B(u) est p-large dans B). Si u £ Ug, ip s'étend â 

un homomorphisme p-petit unique de G dans A. 

Corollaire 2.2 : Si g et_ g, sont deux homomorphismes p-petits 

de G dans A tels que g (b) = gjCb) pour tout b £ B, alors g^ = gj. 

Théorème 2.3 : B étant un sous-groupe de p-base de G 

(B= (â <b.>), si pour tout i £ I, x. £ A est donné satisfaisant: 
i£l 

1) e(xi) s e(b.) 

2) il existe v = ( v0,v ,...,vk,...) strictement 

croissante telle que e(b.) 2 v implique e(xi) S eCb^) - k. 

et si u E UG où u = (u0,u ,...,uk,...) avec 

u, = v, - 1 . alors il existe un homomorphisme p-petit unique k k+l • 
f:G — > A tel que f(b.) = x^^ pour tout i € I. 

Théorème 2.1 ! Soit F un sous-groupe p-pur de G, 

g £ Hom(F,A) tel Que kerg 2 r(u) qui est p-large dans F. Si. 

u e U., alors g peut être étendu â un homomorphisme p-petit de 

G dans A. 

Théorème 2.5 : Soit L un sous-groupe p-large de G, 

g £ Hom(L,A) tel que kerg £ L(u) qui est p-large dans L. Si 

hA(g(x)) i hG(x) pour x £ L et si u £ Ur, alors g peut être 

étendu à un homomorphisme p-petit de G dans A. 

k k Corollaire 2.6 : Soit g e Hom(p G,p A) tel que 
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k k 
kerg 2 <? G)(u) qui est p-large dans p G. Si_ u £ U , g peut 

être étendu â un homomorphisme p-petit de G dans A. 
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THE GEHERALIZED FERMAT-TORRICEIil POINT AND THE GENERALIZED 

LHUILIER-LEMOINE POINT 

D.S.Hitrinovié, J.E.PeSaric and V.Volenec 

PiiiLietvted by H.S.M. Coxete/i, F.R.S.C. 

ABSTRACT. In this paper we give aome comments on the generalized 

Ferraat-Torricelli point and the generalized Lhuilier-Lemoine po-

int. Certain facts which contest some priorities are brought to 

light. We also give some new results concerning polytopes. 

1. Let P be a point inside the triangle AjA^A,. Let R^^PA^ and 

let rk be the distance from P to the side AkAk -, (k=l,2,3, A ^ A - , ) . 

P.Fermât had given the suggestion to Torricelli to find the point 

for which the minimum of SR, is attained. Torricelli found three so-

lutions and he gave the same problem to Viviani. Viviani published a 

solution of his own in 1658. This important point, known as the Fermât 

-Torricelli point, was studied by T.Simpson in 1750, Fuss in 1798, 

Tedenat and Lhuilier in 1810, Gruson in 1816, Bertrand in 1843, Lehmus 

in 1854, Grunert in 1867, etc. [17]. 

S.Lhuilier, in 1809, investigated the point in a triangle (or 

tetrahedron) having the minimal sum of squares of distances to the 

sides (or faces). E.W.Grebe rediscovered this point in 1847, and Ji.Le-

moine again in 1873. It became generally known as the "Lemoine point" 

(or occasionally the "Grebe point"), but its discovery by Lhuilier was 

forgotten. 

For a given scalene triangle A.AoA, and a variable point P, let 

F^ denote the position of P for which E R * is extremal, and let Lt 

denote the position for which Er, is extremal. 

P.Penning [10] shows that the locus of Ft, when t varies over 

all real values, is a curve (having two branches) which lies entirely 
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inside the triangle and passes through the midpoints of the sides, 

two distinct points F and F , the Fermat-Torricelli point F,, the 

centroid Fo» and the circumcentre F,,. (The letter F is appropriate 

because it was Fagnano who first observed that F_ is the centroid.) 

H.S.H.Coxeter has noticed that the locus of L. coincides with 

the locus of the point whose trilinear coordinates r are proportional 

to av
u (v= 1,2,3) when u varies over all real values (u=l/(t-l)). 

Thus it is a curve passing through the centroid L , the vertex L, = A, 

(if a, > ao > a,), the Lhuilier-Lemoine point Lp (hence the use of the 

letter L), and the incentre L̂ ,, J.L.Synge has given the following 

proof : 

Since EajT^aF, 1 ^ d^ - 0. If Sr^ is extremal, E r ^ ^ d ^ a 0. 

Thus r^ - 1 . . ^ (v= 1,2,3) and rv = /uavu (u=l/(t-l)), 

•£he point whose trilinear coordinates are proportional to a u is, 

of course, the point whose areal coordinates are proportional to 

au
 + . Its locus was thoroughly investigated by O.Bottema and P.Pe-

nning [1] . 

2. Now, we shall give a generalization of the above result for 

the generalized Lhuilier-Lemoine point. 

Let P be any point inside a convex polytope A from E11 (n=2) 

with m (in>n) facets aj. Let C. (i=l,...,m) be the (n-l)-dimensional 

contents of a^, and let r^ be the distances of the point P to the 

byperplanes of ai. If V is the volume of A , then 
m 

(1) z 0,r, = nV. 

i=l 1 1 

The following result contains the generalization of Lt: 

THEOREM 1. Let XJ (1=1,....m) be positive numbers. If either t> 1 or 
t<0. then 

* > c^tr ?/r..«/^ a/(t-i)a-t (2> E x ^ ^ (nV)l;( Z (C^/x.) 
i-l x x i»l ^ 1 )J 
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with equal i ty i f and xmly i f 

(3) Vi*"1/ 0 ! " W 1 / C 2 " W"1 / Cm-
For 0<t<l, the reverse inequality ia valid. 

Remarks ; 1°  The case m » n+1, p < 0 is given in [6] , and n = 2, m = 3, 

p M in [2,4]. 

2°  For t > 1, we have 

E x.r.* - (nV)* max (x./C*) (- H). 

Indeed, since 0 = C^r^/nV = 1 (1 = i = m) we have 

(nV)P i-l i x i-l V^âV' i.x' »» 1=1° ^ 
For n=2, ni=3, we infer a result from [4]. 

3°  In [11], S.Reich asked to prove or disprove the triangle ine-

quality 
(4) E l/r-L ̂  3/r. 

L,Carlitz noted that the inequality is invalid and proved (2) for 

m» 3, x, = Xp» x, >• 1, t a-I. Klamkin [6] showed that instead of (4) the 

following analogous inequality is true: 

(5) E 1/ri - 2/r 

with equal i ty for a degenerate t r i a n g l e . He also gave generalizations 

of (5) for a simplex (see [ 6 , 7 ] ) . Similar generalizations are val id 

for a circumscribable polytope. For example, we have 

(6) E l / r P 2 Z/i? (P > 0 ) . 
i a l 1 

Indeed, using (2), we get 

1 _1_ > 1 ( E C.P/<P+1>)P+1- ( Ë 0 P/(P+1>)P+:L/(r Ë C.)P ^ 2/rP. 
ial r ^ (nV)P i-l :L i-l :L i-l 1 

The last inequality follows from the inequality 
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(7) | Ë C.* £ ( i Ë C )1, 
^ i a l X Z i a l :L 

where q a p/(p+l) (so, 0<q<l). Note that (7) is a simple consequen-

ce of Petrovic's inequality: Ef(xjL) a 2f(iExi), for a concave func-

tion f:[0,a)->R, f(0) = O, and G - xk - 5 ^ (k-l,...,m). 

First, we shall prove the following 
m 

LiMMA. Let x^ (i-l,...,m) be positive numbers with ̂  a ^ xi auch 
i-l 

that Ĉ Tj/Xĵ  = d (i-l,...,m) and let f ;(0,d] -> R be a convex func-

tion. Then 

(8) J^i^iW " V̂ V/̂ -̂
If f is strictly convex, then equality holds in (8) only if 

(9) clrl/xl • C2r2/x2 - ... - C^/x^. 

The inequality is reversed if f is a concave function. 

I'ROCF. Using Jensen's inequality for convex functions and (1), 

we get 

v w j - v c f . V i ^ V i ^ i » • A x i f ( c i r i / x i > -
m i-l 1-1 

PROOF OF THEOREM 1. For f(x) = xt, x± -> (.C^/x^1^^1^ (i-l,. 

..,n), we get Theorem 1 from the Lemma. 
3» Now, we shall give some other consequences of the Lemma. 

m s 
THEOREM 2 . For x, - . . . - x_ = 1 . (8) becomes E f ( C . r . ) = mf(nV/m). J. m i = 1 1 1 

EXAMPLES: 1° For f (x) = xP we get E (CjT^P = m^PnPyP (p < 0 or p > i ; 
i-l 

and the reverse inequality for 0<p<l, 

The cases n - 2 and 3 were considered in [16], and these results 

were generalizations of results from [8,9,14,15], 
m -

2°  For f(x)alogx we get IT (1^%) S (nV/m)m, 
i-l 

This is a generalization of results from [12] (na2,3, m-n+1). 

THEOREM 3. For ^ - ̂  (i-l m ) t (§j becomes 
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m 

(10) E C.f(rH) = Cf(nV/C), 
1 = 1 X :L " 

m . 
where C a S C4 is the "surface" of the polytope. 

!„! I 
Remark. The cases f(x) - xP, na 2 and n- 3 were given in [16] . 

Let A be a circumscribable polytope, i.e. let a hypersphere of 
m .. 

radius r be inscribed in A., Then (1) gives nV - S C.r, i.e. r = 2^, 
• , 1 o 
laj. 

m ^ 
In this case (10) becomes E C.f(rj) a Cf(r). 

i - l 1 1 

m ^ 
EXAMPLES: 3° Por f ( x ) - x 5 we get E C4r.P - Cr5 ( p > l or p < 0 ) . 

ial x 1 

For 0 < p < l , the reverse inequality is valid. 

For n - 2 , ma 3 we have a result from [16], generalizing results 

from [2,12]. 4C 
m C i < _C For f(x)-logx, we get: II rj a r , 

^ _T 1 ial 

THE0RB1 4 . ( i ) E CiC:jr i r;) " l i r n 2 v 2 » 
l=i<d=m 

(ii) E C^r + Ë «i2^2 ^ ^ n V . 
l - K j a m 

PROOF. These results are simple consequences of Example 1°  for 

identity Z C.C.r.r^ - i ^ V 2 - E C,.2r,2). p a 2 and of 

Remark. For ma 3, n - 2 , (i) is given in [13] and (ii) is due to L. 

Carlitz. 

THEOREM 5. For a triangle the following inequalities are valid 

(11) (Ev^J)2 = (a2+r2+4Rr)/2R 

with equality only if Pil{ and 

(12) E N/TJ - (R+rV'i/R i y/vi/Z 

with e q u a l i t i e s only i f a t r i a n g le ia equi lateral and P i s i t s center. 
PHOOF. This i s a consequence of Theorem 1 (m- 3» t - 1 /2 , x^ax--

X j - l ) , of i d e n t i t y E l / a a(a2+r2+4Rr)/(4Rrs) and of the well-known 
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inequality s2 - 4R2+4Rr<-3r2. 

Remark. (12) is an interpolation of an inequality of L.Carlitz [3]. 
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A Moment Method for Primes in Short Intervals 

A. Y. Cheer and D. A. Goldston 
Piuented by P. Ribenfao-ûn, F.R.S.C. 

Abstracl. We present a method for showing that there is a positive proponion 
of intervals which contain no primes and are longer than the average distance 
between consecutive primes. This method uses the first three moments for the 
distribution of intervals with a given number of primes. Better results are obtained 
conditionally by assuming the fust n moments are Poisson. 

Introduction. In this paper we examine Ihe occurrence of long intervals containing no 
prime numbers from a statistical point of view. Previous work on this subject (see(S], 
chapter 5) has been directed towards constructing very long sequences of consecutive 
composite numbers. However, these sequences occur so infrequently that they have no 
statistical significance. We introduce in this paper a moment method for finding a positive 
proportion of intervals which are longer than the average and which contain no primes. 

Let Jt(x) denote the number of primes less than or equal to x. We define the kth moment 
for the number of primes in an interval of length Xlogx by 

2X 
1 f k 

(1) M ^ X ) = x J ( n(x+>.logx) - 7i(x) ) dx 
x 

We also define, for n = 0, 1, 2, . . . , 

(2) an(X,X) = (1/X)( measure ( x e [X, 2X| ; [x, x + Xlogx) contains exactly n primes)). 

Since the integrand in (1) is a step function, we have, 

(3) Mk(X,X) = ^ n ' a / X . X ) , for k = 1,2,3 
n = 1 

The sum above is actually a finite sum since an(X,X) = 0 for n 2 X. We also have Ihe 
obvious relations 

(4) a0(U() + ^ £ an(X,X) = I 

and 
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(5) sn(KK)iO , forn = 0,1,2 

The quantities an(X,X) represent the percentage of intervals of length Xlogx which contain a 
exactly n primes. Since the average spacing between consecutive primes is logx, our goal is 
to show that a0(X,X) is non-zero for some X > I and all sufficiently large X. To accomplish 
this, let us suppose we are given Mk(X,X) for k=l. 2 , . . . N, and let us assume agCX̂ C) = , 
0. Then (3) and (4) form a system of N+1 linear equations in the non-negative unknowns 
a,(XJC), a2(X,X) and it becomes a linear programming problem to solve this system 
for a given X. If however there is no solution for a given X, then we conclude that Ihe 
assumption that a^X.X) = 0 is untenable. 

We cannot carry out the above approach as described because our knowledge of the 
moments Mk(X,X) is limited to crude upper and lower bounds for k 2 2, but it is possible to 
use these bounds for Mj^X) and M3(X,X) in equations (3), (4), and (5) to prove a weak 
result of the desired type: 

Ttitmm 1- We have a0(i.004,x) s o o for all sufflcicmly large x, whgrc ç is «n 
absolute constant. 

It is easy to see that, for pn the nth prime number, and dn = pn+j - pn the length of the nth 
gap between consecutive primes, 

(6) a ^ X ) - 1 X K - ^ o g p , . ) . as X -» ~ . 
X S pn S 2X 

d„ i Xlogp„ 

In another paper[ I ], we have shown that by using a method of Erdbs for small gaps between 
primes, it is possible to find a lower bound for the above sum for any X < 9/8, and therefore 
this value also holds for Theorem 1. However, that method cannot be made to hold for 
X > 3/2, while the method presented here has no such limitations. 

It has been conjectured that the primes are distributed around their average in a Poisson 
distribution. Gallagher[2] has shown that this conjecture is true if the Hardy-Littlewood 
r-tuple conjecture holds uniformly over tuples of primes of lengths Xlogx. In the case of the 
Poisson distribution, we have 

k 

(7) M^O^i) - it̂ CX) = YJ o(k,r) 21 , as X -» o. . 
r = I 

and 
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(8) a (XX) - i^. e""x , as X -» «« . 
n n! 

Here o(k,r) are the Stirling numbers of the second type, and mk(X) is the kth moment of a 
Poisson distribution. In particular we have a0(X,X) ~ e"x > 0 for all X. This result 
requires all the moments to be Poisson, but if we assume that only the second and third 
moments are Poisson, we can substantially improve on Theorem 1 and the results in [ 1] : 

Theorem 2. Assume m holds for k=2 and k=3. i tenJer e > o and all sufficitnily large 

X. we have 

(9) a0(X^) > 1 - X + ^ . X 2 - - Î - X 3 - e , forOSXS2, 

and 

(10) X d n S ( T " e)X I°gX • 
XSp„S2X 

By assuming further moments are Poisson, it is possible to prove belter results than the 
above; we mention some of these in the last section. 

2.Proof of Theorem I. The following is known about the first three moments Mk(X,X): 
for fixed X, e > 0, and X sufficiently large, 
(11) M1(X,X)-X , a s X - > ~ , 
(12) X/2 + X2-e <: ^(X^OS X + CX2 + ë , 
(13) M^OJC) S X+ 3CX2 + DX3 + e 
Equation (11) is ihe prime number theorem, the lower bound in equation (12) is from [3J, 
and the upper bound in equation (12) and equation (13) follow from sieve upper bounds 
applied to the argument on page 5 of [2]. The number C is the sieve constant in the bound 
for prime twins, and D is the corresponding constant in the 3-dimensional sieve for prime 
triples. The value C - 4 and D = 48 may be found in [4]. 

We now prove Theorem 1. We may ignore all e's and X dependences, since these have 
no effect on the proof. We fix X, and write an(X.X) as an. By combining (3), (4), (11), 
(12), and (13), with C = 4 and D = 48, we have 

( 1 4 ) £ a n = l , £ n a n = X , £ n 2 a n : > | + X2. £ n V x + 1 2 X 2
+ 4 8 X ' . 

n » ! n = l n » ! n = l 

By recombining we obtain 
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(15) £ (n- l )a n =X- l , ^ ( n - l ) 2 a n â X 2 - | x + l , ^ ( n - l ) 3 a n S 4 8 X 3 + 9 X 2 + | x - 1 . 
n = 1 nal n = 1 

By Cauchy's inequality 
~ 2 - m 

(16) (X(»-»\ ) ^ (X(n-l)an) (2(n-l)\ ) 
n =l n » I not 

By substituting (15) into (16) we obtain OS 47X3 -36X2 -(43/4)X -(1/2). This is false 
unless X is larger than the root X,, = 1.004259085. . . , which proves Theorem 1. The 
above argument is very close lo optimal. Using a linear programming computation we find 
(15) is unsolvable for X = 1.0042591123, while for X= 1.0042591124 we have the 
(rounded) solution a, = .99996, a117 = 1.3041xlO-9

t a118 = 3.6518xl0-6, and a,,, = 
3.2472xIO-5. 

3. Proof of Theorem 2. We now assume the second and third moments Mk(X,X) are 
Poisson, which together with ( 11 ) give 
(17) MI(X,X)~X , M2(X,X)- X + X2 , M3(X,X) ~ X + 3X2 + X3 . 
Once again we ignore e and X dependences, since they have no effect on the argument. 
Before proving Theorem 2, we show that the previous argument now gives that a()(X,X) > 0 
for any X < 2. By ( 17) we have that equation ( 14) may be replaced by 

(18) ^ a n = I, X n an= ^ X n2an= X + X2' X A r ^+3A.2+X3 ; 
n=l nnl n = ) n=I 

which on recombining gives 

(19) ^ ( n - l ) a n = X - l , ]£(n-l)2an=X2-X+l, £ (n- l ) 3 a n =X 3 +X-1 . 
n •• I n = I n = 1 

On substituting into (16) we obtain 0 S X2(X - 2) , whence X â 2. This argument is sharp 
since a, = 2/3, a4 = 1/3, and the other an= 0 satisfy equation (18) when X = 2. 

We now prove Theorem 2. It is well known that for the Poisson distribution 

(20) ^n(n- l ) (n-2) . . . (n-k+l) an(X) = Xk , for k à 1 , 
n nO 

This may be easily verified for k= 1, 2, and 3 by ( 18). By (4) we have 

(21) a0(X)= I - J X O J à 1 - ] £ p(n) an(X) , 
n= 1 n= 1 
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where p(n) is any function such that p(n) â 1 for n = 1, 2, 3 Suppose p(n) is a 
polynomial of the form 

(22) p(n) = 2^Bkn(n-l)(n-2). . . (n-k+l) , p(n)àl for n=l,2,3 
k ° i 

By (20) and (21) we conclude that 
N 

(23) a0(X)2 1 - X B k ^ 
k = l 

Now lake p(n) = (l/12)(n-l)(n-3)(n-4) + 1 . Clearly p(n) â 1 for n = 1,2.3 Putting 
p(n) into the form of (22) gives p(n) = n - (5/12)n(n-l) + (l/12)n(n-l)(n-2) ,which proves 
the first part of Theorem 2. The second part follows from the relation (see ( 11) 

(24) X dn " 2 X l o 8 X J a o^ X ) dX 

XSp„S2X 0 

4. N Poisson Moments. The methods used above can be applied to N moments which 
are assumed lo be Poisson. For N=5 the polynomial p(n) = (n-l)(n-3)(n-6)(n-7)/504 + 1 
shows that a0(X,X) > 0 for any X<3, and gives the constant 1.782. . . in (10). For N = 
2k+l, the polynomial p(n) = (n-l)(n-2)...(n-2k-l)/(2k+l)! +1 shows that 

2{t + i , , ,n 

(25) a0(X.X) s £ i lJ-
n = 0 

This may also be seen in an easier fashion by differentiating the power series generating 
function for the an(X,X) 's and using (20). However, none of these estimates are optimal. 
Suppose the first N moments are Poisson, and let AN be the supremum of the set of all X's 
for which Ihe the N+1 equations (3) and (4) have no solutions an(X,X) & 0 wilh a0(X,X) = 
0. By using a linear programming calculation, we computed the first few AN. We found 
that in general A2N = A ^ . , , and Aj = 2 , A5 = 3.11713..., A7 = 4.143770..., A9 = 
5.238078. . . .and A,, = 6.291643... . 

5. Acknnwlednemcnt. Theorem 1 was obtained jointly with D. R. Heath-Brown, who 
we would like to thank. We would also like to thank A. Odlyzko and C. Pomerance for 
helpful suggestions. This work was completed while A. Cheer was on sabbatical at 
NASA/Ames Research Center, Moffett Field, Calif., 
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DOUBLE COVERINGS OF HYPERBLl.IPTTC KLEIN SURFACES 

E. Bujalancei!, J.J. Etayo11 and J.M. Gamboa-

Pnuented by H.S.M. Coxote/i, F.R.S.C. 

Abstract. Totally real (in particular unramified) coverings of 

Klein surfaces were studied in |6). They obtain the topological 

features of the covering as a function of the ones of the base, 

Here we restrict ourselves to elliptic-hyperel1iptic normal unra 

mified double coverings of hypereUiptic bordered surfaces, obtai-

ning of course additional information. Besides we present a con 

jecture on the classification of all double coverings of hyper-

eUiptic surfaces. The details of the proofs will appear in [à], 

Ihe corresponding questions on Riemann surfaces have been studied 

in [2,51. 

Klein surfaces are compact surfaces with a dianalytic struc-

ture (ll. A Klein surface X is said q-hyperelliptic if it has 

an involution • such that X/* has algebraic genus q. 0-liyper-

elliptic surfaces are called hypereUiptic. 1-hyperell i pt ic sur-

faces arc elliptic-hyperelliptic. A covering of a surface X is a 

couple rx1,*), X' being a Klein surface and n a surjective 

morphism from X' onto X. The covering is normal and unramified 

if the group of automorphisms of X' commuting with n acts 

transitively over the fibers and without fixed points on X'. 

We will say that a surface X has type (g,+.k) (resp., 

(gi-.k)) if it has topological genus g and k boundary compo-

nents, and is orientable (resp., non-orientable). 

The result we obtain is the following: 
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Theorem. Ici X b<- a hyperel 1 i pt ir Klein surface with boun-

dary of algebraic genus p - «tg.k-l > 3 (o-2 in orientable case, 

*=! otherwise) and let » : X' •. X be an unramified elliptic-

hypcrell ipt ic double covering of X. 

a I If X has type (g,»,k) with g ^ 0 (and so k < 3 by [71) 

then X' has type (2g-1 , • , 2k ) and the number of such coverings 

is, r2^ k). 

bl If X has type IO,+-,k1 then X" has type (0, + ,2k-2) or 

(l,i-,2k-4) and the number of such coverings is k of the first 

kind. (,)-k of the second one. 

c) If X has type (g,-.k) then X' has type 

i1 if k r i. (2s-2,-,2) and the number of such coverings is 

r e
2
+ ' ) . 

Ut if k a 2. (2g,-,2l, <2g-2,-,4) or (g-l,4,4l , 

in respective numbers 2g. ("M and 1. 

i i i I if k > 2, (2g-2,-,2k-4 1 . (2g,-,2k-2> and (2g-2,-,2kl . 
k rr 

in respective numbers (,)-k. kg.k and 'f). 

The tool we use to prove the theorem, and which reduces the 

problem to a combinatorial question, is the theory of XEC groups. 

An VEC group r is a discrete subgroup of the group of isometries 

of the hyperbolic plane D. and it has associated a signature 

(g.l,jm ,....m ],(In. ....,n. ). )1 which gives a presen-1 l -' is. 1-I,...,K 

tation of the group (see [0.12]) and reflects the topological 

properties of the projection D - D r . Ke use in what follows 

this presentation of the group. Each bordered surface X of alge-

braic genus p > 2 may be expressed as D/f; when X has type 

(g.î.k), r has signature (g.±,|—1.1'—)kl) [10). In [7] it i 

proved that the surface D'r is hypereUiptic (resp., elliptic-



E. Bujalance, J.J. Etayo and J.M. Gamboa 109 

hypereUiptic) if and only if there exists an NEC group r of 

algebraic genus 0 (resp., 1) such that [r :r] 2. This group 

is un'que when D/r has genus greater than or equal to 2 (resp., 

A) (a particular case of Castelnuovo's inequality [II]). 

Proof oF the theorem. We sketch the proof of part a) of the 

theorem. The other parts are dealt in a simUar way. 

The signature of the group r of the hyperel1ipticity of 

X - D/r is <0,< ,[ 2,??tl*.2] ,( ( — )!) (J]. Since n/r ' is an un-

ramified covering of n/r the signature of r* has neither pro-

per periods nor non-empty period-cycles. Applying the relation of 

areas of NEC groups and [S], the signature of r' is thus 

(g1,,,[—".{(—),.?!..T.7.?.,(—)))- Since the covering is unra-

mified, we have besides 2 s J g ^ k ^ ^ g ' 5 4- Calling now T' 

the group of the elliptic-hyperelliptic character of O/f'. by 

[4] and from the fact that C' has no non-empty period-cycle 

(since r! is a normal subgroup of r, D/r1 having genus greater 

than S ) , one can reduce to the case that rj has signature 

(0.t,(2,f?t?,j7^,2l.U — )( — ))), with 4g+2k - 6 if g'-O. Since 

the signature of r is (g,•,'--).I ( — ),....< — ))). there exists 

an epimorphism 9 from r onto C- with kernel r, defined 

by tfxf - . . . - %lx2gtk) T, afo^) Ô, 6,(0,) . k. For 

each group r we now define an epimorphism 9 from T onto 

C with kernel rj. This epimorphism is given by e(x.) 0(x . ) 

T, for two values i,j S 2g.k, 8(xm) Ô for i / m / .i . 

»(c ) tie.) - 0. The number of epimorphisms defined in this 

way is ' « ) . Wc prove now that for each epimorphism 6 there 

exists an associated subgroup r' of rj with signature 

(gi)t>[ ],{( ) ,4?t?'î7?7?f., ( — )!). Tf wc suppose, for simpli-
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city. i=l, J-2, a set of generators of rj is x| - x2x-i*2' 

x2 " X2 X4 X2 x2gtk-2 = X2 X2g+kx2• x2g+k-l " X 3 ' " • ' 

X4gt2k-4 ' X2gtk' CÎ0 " c 1 0• c20 = X 1 C10 X1- e ! ' e l ' e 2 = 

x.e x.. We define now 6' from rj onto C by e'tx!) - ... 

" '''Mg^kV ^ T- "'^lo' ̂  ,,,(C20) - S' "'^P - 8 " e 2 1 = C-
We call r' = kere ' and this is the subgroup of rj and of r 

we were looking for. 

Each group r' provides us a distinct covering D/r' and we 

2k have so all coverings with signature (2g-l)t)[—],((—),....,(—))). 

(Notice that the number of period-cycles in r' is 2k. and so 

4gt2k-2-2g• - 2k, which implies g' - 2g-l). 

By addition of the number of coverings of the different 

topological types we deduce: 

Corollary. IF X is a hypereUiptic Klein surface of alge • 

braic genus p > 3 the number of elliptic-hyperelliptic unrami-

fied double coverings of X is ( _ ) . 

Remark. According with (6), if X is an arbitrary bordered 

Klein surface of type (g,t.k) and X' is an arbitrary unrami-

fied double covering of X, then X1 has type '2gttU,+,2k-2t) 

k D+1-k k 

and for each t, 0 < t s (=], there are 2 H ^2t^ such cover-

ings, for t ^ 0 there are 2 -I. Observe that from part 

a) of our theorem, when X is hypereUiptic and X' is ellip-

tic-hyperelliptic, t - 0 and there are only (p, ) coverings. 

A similar situation appears in cases b) and c ) . 

We now formulate a conjecture. If X is a hypereUiptic Klein 

surface whose algebraic genus is p ï 2, we prove in [3] that the 
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number of hypereUiptic unramified double coverings of X is p«l 

- (p ) . When p > 3 the number of elliptic-hyperelliptic unra-

mified double coverings of X is (p* ) , as we proved above. 

Since the number of unramified double coverings of X is 2 - 1 , 

we conjecture that the unramified double coverings of a hyper-

eUiptic surface of genus p > 2 may be classified in [̂ -j-l 

classes C . 0 S q < 1''"S—1, each of them formed by (J,,,) 

q-hyperelliptic elements, excepting C, • W 2 ' formed by 

\( . P |!/ 2) elements, all of them (p-I)/2-hyperelliptic (holding 

just if p is odd). 

The results of this note may be translated into the language 

of real algebraic curves using the well-known functorial equiva-

lence established by Ailing and firecnleaf [1]. 

We thank the referee for the very instructive comments on the 

paper. 

s The authors were partially supported by "Comisiôn Ascsora de 

Investigaciôn Cientifica y l^cnica" (2280/83). 
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Sur la structure réelle des Idéaux da CfX, Xn l 
Felipe Cucker. 

ABSTRACT. We give In Ihis note a left adjoint lunclor of Ihe complexificalion 
which is the algebraic counterpart of considering the euclidean topology 
on complex algebraic varieties. Some geometrical properties are deduced. 

PiiAtnte pot P. Jltbenbo-tm, F.R.S.C. 

Etant donné un corps réel clos R, C sa clôture algébrique et V une 
C-variété algébrique affine, l'isomorphisme Cn»R2n nous permet regarder 
l'Image de V(C) comme un sous-ensemble algébrique de R2n . 

En effet, si PeClX, Xn) alors P(a1+ib1 a„+\bn)°Q ssi les parties 
réelle et imaginaire du polynôme P(Z1+IT1 Zn+iTn), qui appartiennent à 
RIZ, Z,,,!, Tn] . s'annulent au point (a, a^b, bn). Ainsi, si V est 
l'ensemble des zéros de P, Pr dans C , regardé comme sous-ensemble de 
R2n || sera l'ensemble des zéros de ReP, ReP^ImP, ImPr. 

Cette "réelification" ensembliste possède une contrepartie 
algébrique (qui à une C-algèbre de type fini associe une R-algèbre de type 
fini) dont les propriétés de base et les rapports avec la réelification 
ensembliste sont l'objet de cette note. 

Soit fô, et E les catégories des R et C algèbres de type fini 
respectivement. On connait bien le foncteur complexificalion .[i]: fi!. -> IS , qui 
envoie A sur AIi]=A®RC. 

Théorème 1. 
II existe un foncteur .#JB -> i& adjoint à gauche de .(i). 
démonstration. 

Solt B^CpC, \V{Pi Pr) u n e C-algèbre de type fini quelconque. 
Appelions B*= RIZ,, ... ^ J , Tj^RePj, ImPj) j=1, ... ,r etTiB:B -> B#(i] 
le morphisme défini par TiB(Xk) = Zk+iTk. Nous allons voir qu'il s'agit d'une 
flèche universelle (voir [4] lll,§1) de B vers B#(i]. 

Si D est une R-algèbre de type fini et ç:B -> D(i] un morphisme de 
R-algèbres, il faut voir que B! f:B# -• D tel que le triangle suivant commute 
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B- ^B-^B#l\] 
«PN^ 1 lli] 

D[i] 
Si <p(Xk) = Qfc+iSi,, Qk,Sk e D . soit f(Zk)=Qk et f(Tk)=Sk . Pour que f soit 

bien définie II faut que Vjsr f(RePj)=f(ImP1)=0 , ce qui résulte de 
f(RePj(Zk.Tk))-RePi(Qk,Sk) et f{lmPj(Zk.Tk)) = ImPj(Qk,Sk) puisque 
0=«P(Pj(Xk))=Pi(Qk+iSk)=RePj(Qk,Sk)+iImPi(Qk,Sk). 

En appliquant [4] IV, 1,th.2,li, nous obtenons que .* est un foncteur 
adjoint à gauche de . [i] • 

Définition. 
Nous appellerons réelification le foncteur # . 

Remarques 2. 
i) Du théorème mentionné plus haut peut aussi se déduire que si 

f:B -» B' est un morphisme de C-algèbres, f#est défini comme le morphisme 
correspondant par l'adjonction à iiBof ; c'est-à-dire si 
B'=C[X', X,

m]/(R, Rs) et f(Xk)=Qk(X'h), alors f#(Zk)=ReQk(Z'h,T'h) et 
f#(Tk)=ImQk{Z'h,T'h) . 

ii) Si V est une C-variété donnée par les polynômes P, Pr, nous 
noterons V# la R-variété donnée par ReP, RePpImP,, ... ,ImPr et nous 
noterons <p la bijection V(C)- V#(R). 

Si V est une C-variété et A=^C(V(C)) , l'anneau des fonctions 
polynomiales définies sur V(C) à valeurs dans C, on peut se demander si 
A#= pB(V#(R)). Prenons A=C[X]/1+X2 ; on a que A#=R[Z,T]/(Z2-T2+1, ZT). II 
est évident que A* ne coïncide pas avec l'anneau de fonctions polynomiales 
sur V*(R)={(0,1),(0>-1)}. Donc, la réponse est négative. Nous pouvons 
prendre une hypothèse plus forte, par exemple V irréductible et nous 
demander si A intègre entraîne A# intègre et réel. 
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Nous verrons bientôt que la réponse à cette question est affirmative. 

Commençons par un lemme dont l'astuce vient de Ephraim [2]. 

Lemme 3. 

Soit A une C-algèbre de type fini. On a A#[ i l °A«rA . 

démonstration. 

Soit A=C(X, Xnl/(P, Pr) , on a bien 

A*(i] = C p , Z^T, TnV(RePk, ImPk) k=1 r. 

Considérons le changement linéaire de coordonnées dans C2 n 

Vj = Zj+iTj et Wj - Zj-iTj, l^jsn . D'autre part considérons l'idéal 

(ReP,, ... ^eP^ImP, ImPr) comme étant engendré par les éléments 

Qk = RePk+iImPk et R,; = RePk-iImPk, l i k i r . Dans les nouvelles coordonnées 

on a que Ok(Vj,Wj)=Pk(Vj) et Rk(Vj,Wj)=p;(Wj) , Mkïr, tsjsn. 

Donc, A*[i]=C[Vj ,Wj]/{Ok,Rk)"C[Vj]/Pk®cC[Wj]/P^-A®cA. • 

Proposition 4. 

Si A est une C-algèbre de type fini intègre (resp. réduite), alors A# 

est une R-algébre intègre (resp. réduite). 

démonstration. 

A intègre (resp. réduite) entraîne A®CA intègre (resp. réduite) ([5] 

ch.l,§6, prop.1) ce qui à son tour entraîne A# intègre (resp. réduite). • 

Corollaire 5. 

Si A est une C-algèbre de type fini réduite, alors dim A#= 2 dim A. • 

Ces résultats nous donnent une partie de ce que nous voulions voir. 

Pour ce qui reste il nous faut examiner ce qui se passe aux points réguliers. 

Proposition 6. 

Soient A=C[X, Xn]/{P, Pr) intègre. V la C-variété donnée par 



, y . Cucker 

(P, Pr) etxeV(C). 
Si x est un point régulier de V(C), alors «p(x) est un point régulier de 

V#(R). 
démonstration. 
Soit d la dimension do A; puisque x est un point régulier de V(C) on a 

que rg(J(Pj)(x))=n-d où J désigne la matrice jacobienne. Si l'on fait les 
changements du lemme, on trouve dans A#[i] que 
rg(J(RePj, ImPj)(x))=rg{J(Qj, RjKx.x)). Mais cette dernière matrice a la forme 

,)(*) 
0 

0 
J(Pj)(x) 

donc, son rang est bien 2(n-d), ce qui entraîne que 9(x) est un point régulier 

de V#(R). • 

Proposition 7. 
Si A est une C-algèbre de type fini intègre, alors A# est une 

R-algèbre intègre et réelle. 
démonstration. 
Soit A=C[X1 Xn]/(P, Pr) et V comme ci-dessus. On sait que 

Reg(V(C))?s0; soit donc xeReg(V(C)). Nous venons de voir que x est un zéro 
non singulier de J=(RePj.ImPj) au sens de [1] 3.3.15. Cette même proposition 
nous assure donc que J est l'idéal des fonctions polynomiales qui s'annulent 
sur l'ensemble des zéros de J dans R2n, c'est-à-dire que J est réel. • 

Corollaire 8. 
Si V est une C-variété irréductible, alors V# est une R-variété 

irréductible. 

On peut maintenant améliorer la prop.6. 
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Théorème 9. 

Soit V une C-variété affine irréductible de dim d, A = j o c ( V ( C ) ) . 

xeV(C). Alors, xeReg(V(C)) si et seulement si i()(x)e Reg(V#(R)). 

démonstration. 

La nécessité c'est la prop. 6. 

Pour la suffisance, si A=C[X, Xa|/(P, Pr) est un domaine de 

dimension d, alors 

A*= R[Z, Z^T, Tn]/(ReP, RePr,ImP, ImPr) est un domaine réel 

de dim 2d . Comme (p(x) est régulier dans V * ( R ) on doit avoir 

rg(J(RePj,ImPj)(x))=2(n-d) . Donc: rg IWP){*)) \ 0 ] . 2(n d) 

(J(Pi)(x)) \ o 
ce qui est seulement possible si rg(J(Pj)(x))=n-d. En conséquence x est 

régulier dans V(C). • 

On peut également améliorer la prop.7. 

Théorème 10. 

Soit A une C-algèbre de type fini réduite. On a que A#est réelle si et 

seulement si A est intègre. 

démonstration. 

La suffisance c'est la prop.7. 

Pour la nécessité, si A=C[X, Xn)/(Pi Pr) e t v e s t c o m m e 

toujours, soient V,(C) Vq(C) les composantes irréductibles de V(C). 

Puisque V(C) = V , (C)u ... uV^C) on a que V#(R) = V,#(R)u ... vjVq
#(R) 

et puisque les Vj(C) sont irréductibles pour j=1 q, les Vj#(R) doivent 

l'être aussi d'après le corollaire 8. Ainsi, les V j
#(R) sont les composantes 

irréductibles de V # ( R ) . Puisque A # est réelle. A # = p R ( V # ( R ) ) ; donc. 

A # [ i ] = P c ( v # ( c ) ) e t l e s composantes irréductibles de V#(C) sont 

V,#(C) Vq#(C) ([3] ch.l. ex.2.7.). 
Mais V # ( C ) = V ( C ) x V ( C ) , et en conséquence elle possède q2 
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composantes irréductibles. Ainsi q2=q ce qui entraîne bien q=1. A étant 

réduite on a bien le résultat cherché. • 

Remarque 11 . 

Le corollaire 6 est un résultat connu quand R=iR et C=£ car il resuite 

du fait que si V est une C-variété irréductible, alors V((D) est connexe. Mais 

la preuve de ce dernier fait s'appuie sur des arguments analytiques (voir [6] 

ch.VIII, §2). 
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A LOWER BOUND FOR LINEAR FORMS IN THE LOGARITHMS 

OF ALGEBRAIC NUMBERS 

J.H. LOXTON, M, MIGNOTTE, A.J. VAN DER POORTEN AND 
M. WALDSCHMIDT 

PHeAtnted by G. de. B. Rotuiuon, F.R.S.C. 

Abstract : We provide an effective lower bound for a homogeneous 

linear combination with rational coefficients in the logarithms 

of algebraic numbers. This result implies a lower bound for: 

|I-«>*»... a^l. 

with nonzero algebraic ai, . . . . an and rational integers 

1. The lower bound. Let oi, . . . , an be nonzero algebraic 

numbers and bi, . . . , bn rational integers. For i=l,2, ...,n 

let Loga. be a (henceforth fixed) determination of the 

logarithm of ai . Setting 

A = 6 , Logcij + . . . +bn Logo^ , 

we provide a lower bound for |A| , presuming of course that 

A / 0 , For historical and bibliographical references concerning 

the significance of the result see [Bl] . 

Denote by h fa; the absolute logarithmic height of the 

algebraic number o, see [W], and let D,V1, . . . , Vn,B,Bn,E and U 

be positive real numbers respectively satisfying: 
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K - Q f o i , O i , . . . , o n ; , D £ [ K : Q ] 

Viimax(h(ai) , ^Uoga^ , I), i = l, ....ns 

B* 0=1.?.™, n-1 \bo\' Bn* \bn\' 

e s Es min (eDVi.eDn{ I | Logo . | / ^ .1 " ' ; ; 
1.7=3 J 3] 

Wi hog I ^2.+ p - + l j + LogE . 

Suppose that 

/ , S Vj S . . . S K„ . 

and set: X+ = maxd.X) for all real numbers X. 

THEOREM 1 Given the strong independence condition 

[Kfoi*, aj*, .... an*; : K] = 2" . 

there is an effectively computable absolute constant cl> 0 , 

suoh that 

|A| > e x p / - e i
n n ' l D n + 2 CLogECV^p V , ^ . . . V^UJOS B}-fn+1) } 

or A = 0 . 

This bound is sharper than that in [w] (which, however, deals 

with the more general case of nonhomogeneous linear forms with 

algebraic coefficients) in that, there, » is in effect defined 

as 

LogfBn+B.I+ LogfE0 t^; . 

It is well known that, in the present 'rational case', the use 

of so-called Fel'dman polynomials in the auxiliary function 

permits the omission of the term LogD7n ; again see [Bl]. 

The useful improvement from Bn+B to Bn/ V^ + B/ Vn+1 is 

achieved by sharpening the upper bound for the Fel'dman poly-

nomials; see below and compare [B2]. 
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Comparison of our bound with previously published results in 

the rational case, see [El], [I.-vdP]. [s], shows a much better 

dependence on D as well as the presence of the parameter E : 

which can be important in certain applications; see [S]. 

In explicit applications the strong independence assumption 

presents little difficulty; for example the arithmetical work 

necessary to close the gap between small values and our bound 

will reveal any linear relations on the logc^. - suggesting a 

preliminary elimination decreasing n . In principle the 'final 

descent', see [W] pp.276 ff provides an algorithm whereby the 

a. and b. are rearranged to provide strong independence. 

Finally, in Theorem 2, the 'working version', we quote a result 

without the strong independence assumption. 

Applying [ïï] it is safe to take ci = 2 n ; however 

it is clear that the method yields better numerical values. 

Note for example the allegations of [A-C-H-vdP], while [M] appears 

to claim that c" may be replaced by ej-n'e'fSe3; with 

ej> 0 a small absolute constant. 

Quite similar bounds can be obtained in the p-adic case; see 

[vdP]. An update similar to the present note is in preparation. 

2. He explain only the differences from the proof in [W]: The 

functions $T (z) appearing at [W], p.268 become $ . (z) , 

differing in that the quantity 

n-1 T„ 
TTcwx sj r , ", r n r r=i 

occurring in the definition of A,fa; t) at p.266, is replaced 

by 
n-1 

U à(bX.bX;-t). 
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R e c a l l i n g that 

tt(z ;•():= (z+l) . . . (z+t) / t! ; L(z;0) = l, 

it is not hard to see that for each pair J,T and given s : 

-J» 
eJ (s) = 0 for all [TI & q T if and only if 

-J„ tjT(s> = 0 for a l l |T | s<7" t f r . 

Gut f o r i n t e g e r s Xj , . . . , X with OsX s L , r = 1, , . . , n , 

and T > 0 ; r 

Now notice the convexity inequality: 

For positive integers a,Ti,...,T 3 with TI + . . . + T 1<T: 

It follows that 

n-1 I B L+ BL + 1 

r=l l 

with £ denoting L=maxL 
r 

For the rest the proof is as in [W]. 

3. A useful corollary. The following results sharpen that of 

[B2]. It will be convenient to set 

X = c?nn Dn+2(hoeBDV*_J) VlVi ... ̂  aog E)-(n+1) 

and then to introduce additional positive absolute constants 

03, a, and cs by writing: 
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y = ^ L o g f i ) . C 3 " « M ^ + 2 ( L o e E 0 v ; _ J ) % 1 7 2 . . . V n ( L o g E ) - ^ ; 

n 
and 

Z =o"n.' AT (Log EDX) s 

S cfn^o"^ (LogED^jKLogEO/^; V ̂ V 2 ... ^ rLogE;-r"+J ̂  

THEOREM 2 Assuming the strong independence condition we have 

(i ) A = 0 or for all 6 with 0 < 6 < h : 

|A| > f6/B 1 ^ - " 
1 n' 

(i i ) ffenee if 8 = 2 then for t with 0 < c < 1 : 

0<|A|<e" e B implies B<[|-Log|jy. 

Moreover in general: 

(iii) Setting fl a fl , for E with 0 < z< 1 : 

0<|A|<e" e B implies fl<||-Log|-Z. 

To see (i) notice firstly that the function xae~ x takes its 

maximum at x=a/b . Thus it suffices to verify the easy 

consequences of Theorem 1: A=0 or 

\A\ > (2B )'re'B/2 if 0<BS21' 1 ' n 
and 

|A| > exp -Y LogfeBBaj • if B> 2Ï . 

Then (ii) follows readily from (i) on setting 6= e/2 . 

Finally, for (iii) we invoke the 'final descent' as detailed in 

[ff] pp.276 ff. 

In applications the user will often choose to take E=e . 

The quantity ï is probably most conveniently computed directly 

from its definition in terms of X , 
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REMARK A B O U T THE S E T S O(n) 

In t he Theory of Ordered Fields 

JÂN MlNAÔ 

PRESENTED BY PAULO RIBENBOIM, F . R . S . C . 

Abstract. In |a|, L. Brocker recursively defined an important sequence of sets 
O(n), n > 0. Brocket showed that if T is a preordering on a formally real field 
F with \Flt\ = 2", F = F \ {0}. and if m is the number of orderings on F 
containing T then m 6 O(n). Conversely, he showed that if m 6 O(n) then 
there exists a pythagorean field F having 2" square classes and m orderings. 
Brocker also observed that if 2 < n and m e O(n) with i"-' < m < 2 " - ' then 
m = 2 " - , + 2' for some i, 0 < i < n - 2 . Subsequently, L. Berman |1 | discovered 
the simpUfied formula 0(1) = {1} and O(n) = 2 0 { n - l ) u ( 0 ( n - 1 ) + 1), n > 1. 

In the second chapter (and its appendix) of J. Merzel's paper (4) there are 

several beautiful results about 0(n) which are due to B. Reznick. Among these 

is the following useful result [4, Prop. 2.8 and Prop. 2.A.4]: 

THEOREM. Let re < 2 - + 2° ' • • • + 2a- = a, where 0 < a, < • • • < o,. Tiien 
a 6 0{n) iff a, +s<n. 

In this note we give a different proof of this theorem and show some of its 
consequences. 

PROOF OF THEOREM: We shall use induction on n. One can check easily that 
the theorem is true for n < 8. 

Suppose that the assertion is true for n, n > 8. 

Let o = 2'" + . . . + 2'- € O(n), 0 < o, < • • < a.. By the induction 

hypothesis we have n < o and a, + s < n. Hence 2o = 2 a , + 1 + • •. + 2', ' + I , 

a, + 1 + s < n + 1, n + 1 < 2a. 

Furthermore a + 1 = 2*' + . . . + 2i,' where « < « + I and 6, < a , + 1. 

However t = s + 1 and bt = a, + 1 cannot happen simultaneously. Therefore 

>>t + t<a,+s+l<n + l. 
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This proves that if a € 0 (n + 1) then a, + s < n + 1. 

Suppose now that n -(- I < a = 2a i + 2a a + 1- 2 a ' , 0 < at < ••• < o4, 

a, + s < n+1: 
1) Let a be an odd number. Then 

a-l = 2a2 +••. + 2a^ 

a,+ {s - 1) < n, 

so by the induction hypothesis a — 1 £ O(n) and hence a € 0{n + 1). 

2) Let a be an even number such that 2n < a. Then 

o/2 = 2'''-1 + • • • + 2 0 ' - 1 

(a, - 1) + 5 < n, 

hence by the induction hypothesis a/2 € O(n) and from 1) we get a e 0(n + 1). 

3) Finally suppose that n + 1 < a < 2n. Then n < a - 1 < 2(n - 1). Put 

a - 1 = 2'" + - - + 2C», 0 < c i < . . . < c f c 

n = 21" + •• • +2*', 0 < 6 i < - - - < 6 , . 

If t ^ 1, then 

2(n - 1) = 2 + 22 + )- 2!" + 26a + 1 H + 2i , '+ 1 . 

Since a - 1 < 2(n - 1) we get for 1 < t 

Ck<àt + 1, k<bt + l. 

Since 8 < n, we have 3 < 4( and 

ct + fc < 26t + 2 < 26' < n, 
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hence a — 1 6 O(n) and a e 0 ( n + 1). Our proof is complete. 

In the following we shall freely use the notions in |3j. 

Let F be a formally real field. Tp is the group of non-zero sums of squares of 

the field F; F is the multiplicative group of F. Wc shall say that F has type 

(fc, 2") if [F : tp] - 2" and fc is a number of orderings of the field F. 

In |5, I| it was shown that if F has type (j,2n), 3 < n, and j - 1 ^ 0 (n - I) 

then there exists a valuation V on F fully compatible with all orderings of F such 

that F ^ F2Uv. {Uy is tlie group of units of the valuation ring corresponding 

to the valuation V). 

Following |4] we shall call an clement j € O(n), 2 < n indecomposable iff 

J - 1 £ 0(n - I). From the theorem and remark above we get the following 

corollaries: 

COROLLARY I. If a = 2"-* £ O(n), 1 < fc < n, tJien q is an Wecomposabfe 

element ofO^n) i/Tn > 2fc. Ifa = 2 n - * + 2''' -I f-2" 6 O(n),0 < jj < tj_i < 

• • • < i"i < n - fc, tJien a is an indécomposable element ofO(n) iff fc - / - 1 < tj. 

COROLLARY 2. All even elements a olthe form a = 2""* + 2'' H 1- 2,'1-' e 

O(n), n > 2,1 < »fc-i < • • • < »'i < n — fc, are indecomposable elements of the 
set O(n). 

COROLLARY 3. Jf o g O(n), n > 2, 2 " - ' + 2 < q, tAen a is an indecomposable 
element of O(n). 

COROLLARY 4. Let F be a Held of the type (o,2") where: (i) a = 2"_* + 2'1 + 

••• + 2", 1 < i, 0 < », < . . . < i, < „ - fc flty o = 2—*). It(i)k-l-l<ii 

{(ii) n> 2k), then there exists a non-triWaJ valuation V fully compatible with 

TF such that 2h < \FIF2Uv\, where (i) ù - k + I + I = h ((ii) n - 2fc = h). 

REMARK: Corollary 4 is equivalent to theorems 1 and 2 in (5, I). Corollary 2 

can also be obtained from the observation 2.A.2. in (4| or from (5, I or HI). 

In (5, III| the structure of space of orderings of a field F of type (o, 2n), with 
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a = 2n-k + 2" +•-- + 2<»-', 0 < ù _ i < • • • < n - fc is determmed. As a 

consequence we get that if F has type (a^") with 2 n _ 2 < a < 2 n - 1 then the 

reduced stability index, st(F), is n - 2. Since if st(F) = n-2, then a > 2 n " 2 

and since a field F of type (2' , - 2 ,2' , ) , n > 4, has st(F) = n - 3 [5, II) we get: 

PROPOSITION. Let F be a Seld of type (a, 2"), 2 < rt. TAen st(F) = n - 2 iff 
2 n - 2 < o < 2 n - 1 . 

Finally, let us remark that more detailed results about relations between st(F) 

and the type of F can be found in ]6). They form an improvement of the results 

in )4, Chapter 5). 

NOTE ADDED IN THE PROOF: The theorem above was also mentioned in 
the paper: M. Marshall, A Reduced Theory of Quadratic Forms, pp. 563-579, 
Conference on Quadratic Forms 1976, Queen's Papers in Pure and Applied 
Math., No. 46, 1977, (Footnote on the page 578). 

I would like to thank the referee for his comments and improvement of the 
exposition. 

ACKNOWLEDGEMENT: This paper has been written whilst pursuing a doctoral 
degree at Queen's University in Kingston. I am very grateful to Prof. Paulo 
Ribenboim, Prof. T. M. Viswanathan and Amar Sodhi for their encouragement, 
suggestions and much more. 

REFERENCES 

1. L. Herman, The Kaplansky radicat and values of binary quadratic forma over field», Thesis, 
University of California, Berkeley (197S). 

2. L. Brocker, Uber die Anzahl der Anordnungen einei kommutativen Korpers, Archiv der Math-
ematik 29 (1977), 458-464. 

3. T. Y. Lam. Ordering, Vahtaiiotu and Quadratic fomu, CBMS S3 (1983). 
4. J. MeracI, Quadratic fomu over field» with finitely many ordering». Contemporary Math 8 

(1982), 185-229. 
5. J. MiniC. On field» for whieh the number of ordering» i» divisible by a high power of B, I, II, III, 

C. R. Math. Rep. Acad. Sci. Canada VII(3) (1985). 183-188;. Vn(4). 221-226;, VII(5). 
297-301. 



J. Minâc 129 

6. 3. Muià£, About reduced etabUity indice» cf field» withfimte number of ordering», (in preparation). 

Mathematical Sciences Research Institute. 1000 Centennial Drive. Berkeley CA 94720. 

Received February 10, 1987 



131 

Mailing Addresses 

1. I. Assam 

2. E. Bujalance 

Faculté de Mathématiques 
Université de Bielefeld 
4800 Bielefeld 1, Republique Fédérale, Allemande 

Departamento de Matemâticas Fundamentales 
Facultad de Ciencias, U.N.E.D. 
28040 Madrid, Spain 

3. A.Y. Cheer Department of Mathematics 
University of California 
Davis, California 95616, U.S.A. 

4. F. Cucker Depto. de Algebra 
Facultad de Ciencias 
Univ. de Santander, Spain 

5. J.J. Etayo J.J. Etayo Gordejuela 
Departamento de Geometria y Topologia 
Facultad de C. Matemâticas 
Universidad Complutense, 28040 Madrid, Spain 

6. J.M. Gamboa Departamento de Algebra y Fundamentos 
Facultad de C. Matemâticas 
Universidad Complutense, 28040 Madrid, Spain 

7. D.A. Goldston Department of Mathematics and Computer Science 
San Jose State University 
San Jose. California 95192, U.S.A. 

8. J.H. Loxton Macquarie University 
School of Mathematics and Physics 
N.S.W. 2109, Australia 

9. M. Mignotte 

10. J. Minâc 

Université Louis Pasteur 
7 rue Rene Descartes 
67084 Strasbourg, France 

Mathematical Sciences Research Institute 
1000 Centennial Drive 
Berkeley, California 94720, U.S.A. 

11. D.S. Mitrinovic Tehn. Fak. p.p. 177 
Zagreb 41000 
Yugoslavia 

12. Y. Nakamura Département de Mathématiques 
Faculté des Sciences 
Université Toyama 
930 Toyama, Gofuku 3190, Japon 



132 

13. J.E. Pécaric Tehn. fak, p.p. 177 
Zagreb 41000 
Yugoslavia 

14. B. Sarr Ecole Polytechnique de Thies 
Boite Postale 10, Thies 
Senegal 

15. A. Skowroiiski Institut de Mathématiques 
Université Nicolas Copernic 
87-100, Toruri, Chopina 12/18, Pologne 

16. A.J. van der Poorten Macquarie University 
School of Hathematics and Physics 
N.S.W. 2109, Australia 

17. V. Volenec Tehn. fak, p.p. 177 
Zagreb 41000 
Yugoslavia 

18. H. Waldschmidt Institut Henri Poincaré 
75231 Paris Cedex 05 
France 


