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SUR LES EXTENSIONS RELATIVEMENT PYTHAGORICIENNES

Yoshio NAKAMURA

Prnésenté pan K. Murnasugi, F.R.S.C.

Résumé. Nous dirons une extension K d'un corps K (K/K

en abrégé) est relativement pythagoricienne(unc génér-

alisation de la définition dans [5]), si chaque somme

LA
e
i=l1i

c'est-a-dire.gla;=u’(aa €K). Dans cette note nous allons
i

(aiek,n<w) des carrés dans k est un carré dans K,
caractériser les extensions des corps vrelativement
pythagoriciennes et montrer queclque propriétés dec ces

extensions.

1) Notations et définitions.

Dans toute la suite, tous les corps sont supposés de
la caractéristique =2. On dit un corps commutatif est

formellement réel si -1 n'est pas somme des carrés dans

ce corps. Une forme quadratique Q=<1 ,32,...,38,> SUur lc
corps k est une forme diagonale a xi+azxi+.. . ea x] » ol
ay,82,...,3 € k . Pour les dcfinitions d'ordre dans un

corps k, anneaux dec Witt W(k), isotropec ctc, on refere

a [3]. Wék) designe la torsion du groupe additi( w(k).
Generalement nous utilisons le méme symbolc pour unc
forme quadratique dans k et cette image dans W(k). Pour
tout qeW(k), qy designe la forme q considére dans K qui
est une extension d'un corps k. Ker(W(k)-W(K)) cst

1'ensemble de tous les eléments qeW(k) tels que q,=0
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dans W(K). La plus petite extension kr/k qui est rela-
tivement pythagoricienne, c'est-id-dire kr=? kil'inter-
scection de toutes extensions ki/k relativement *
pythagoriciennes dans une cléturc algébrique de k, est

dit une cléture relativement pythagoriciennec du corps k.

I1 est &évident que K/k est relativement pythagoricienne

si et sculement si K:kr.

2) Le cas des corps non plus formellement réel.

Théordme 1. Si un corps k n'est pas formellement rgel,

alors kr est lc corps engendré sur k par toutes racines

caivrées des elements de k.

Prcuve: Par notre supposition, il existe des elements
n,,.,.,ane k, tels que -1 =igl ai g On
sait que chaque tlement a€k cst represente tel que

x? -v?=a, pour des certains eléments x,y de k. Ainsi

a =x?+(igla;)y2 est une somme des carrés dans k. Alors
VI EK,- I1 est bien sOr que le corps engendré sur k par
toutes racines carrces des éléments de k est relative-

ment pythagoricien. Donc ce corps-ci est exactement k,

3) Le cas des corps formcllement réel.

Proposition 1. Soit k un corps formellcment réel. Si § )

est un preordre(preordering [4)) dans k, c'est-2a-dire

S % k,kcS5,5+8 < 5,5:S S, et si K=k({vsl s€S}) ,

alors on a
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Kcr(W(k)+N(KP)) =SES<1,-S>W(R),

ol KP est une cléture pythagoricienne de K ((3]).

Pour la preuve on confere a [1].

Théoréme 2. Pour un corps formellement réel, on a

Ker(\\!(k)-oW(kr))= I<l,- ai2>W(k) = W (k).

2
i

carrés dans k est une préordre dans k, ct

Preuve: Un ensemble de toute somme igla (af‘k,n<m) des

ke= k(( igla: | a,€ k,n<w=}). Dans proposition 1,
remplagons K par kr. Alors Kp=kP ct nous avons

Ker (W(k)-W(k,)) = Z<1,-Za:>W(k).
Mais 2<1,-2a;>W(k) c Ker(W(k)aW(kr)) ct krc_kp. On sait

Kcr(w(k)»W(kP))=Wt(k)([3]), donc la preuve est compléte.

Lemme 1. Soit K/k une extension formellement rcclle. Si

tout q € Wt(k) est 1la forme isotrope sur K, alors K/k

cst relativement pythagoricicenne.

Prcuve: l'our des €éléments a L dans Kk,

170
n po. ; . .
q=<l,-i§1a§> est un élément de ht(k], aussi bien dans

la precuve de theoreme 2. Par la supposition q, ost

n

isotrope, alors qK=0. Donc iglai est un carré d'un

616ment de K, ceci montre que K/k est rclativement

pythagoricicnne.
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Théoreéme 3. Soit K un corps formellement réel. Une

extension K/k est relativement pythagoricienne si et

sculement si  Ker(W(k)-W(K)) ::wt(k).

Preuve: Si Kcr(l\'(k)al\'(}()):l\'t(k), alors K/k est
relativement pythagoricienne par lemme 1. Au contraire,
soit K/k reclativement pythagoricienne. Par le théorgme 2,
Ker(W(k)-W(K)) o Ker(W(k)-W(k_)) =W _(k).

Dans lc théoreme 3 il est facile qu'on remplace la
condition Ker (W(k)-W(K)) :\\’c(k) par la condition que
tout qel\'t(k) est la forme isotrope sur K ou par la
condition Ker (W(k)-W(K)) =wt[k). Et celui-ci peut

étre caractérisé comme la proposition suivante.

Proposition 2. Soit K un corps formellement réel. Alors

l\‘t(k] = Ker(W(k)-W(K)) si et sculement si

(1) tous lcs ordres de k peuvent &trc prolongé dans K, et

(2) pour tout q:uEl\'(k),qK nest pas d'ordre fini comme un

élément d'un groupe additif W(K).

Preuve: Suppons que l\'t(k) = Ker(W(k)-W(K)). Alorsona (1)
par [2]) ou [5,p.154]). Or, si rqy = 0 € W(K) pour certain
nombre naturel r,alors rqEKcr(l\'(k)-o\\'(K))=\\'t(k). Ainsi
q€l\'t(k) = Ker(W(k)=W(K)), et a = 0, ce qui montre (2).

Au contraire suppons (1) et (2). Alors “'t(k) >
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Ker (W(k)-W(K)) par [2]. D'autre part, pour tout qEWt(k),
il y a nombre naturel r tel que rq=0¢€ W(k). Donc rqK=0
et q = 0 en vertu de (2), ce qui montre wt(k) c

Ker(W(k)-W(K)) et ach2ve la démonstration.

Nous allons montrer unc autre simple propriété d'unc

extension formellement réelle.

Proposition 3. Soit K un corps formellement réel ct

soit K/k une cxtension relativement pythagoriciennc.

Alors, si la forme quadratique q non-isotrope repre-

sente quelq'un a€k et -a, q est isotropc sur K.

Preuve: On peut suppons

q = < a,a <sa. >, ol Byp000,4, € k.

g
Puisque q représente -a, alors

ql <a> = < a,a,3,,...,8,>
cst isotrope sur k, cec qui montre q=<a,d,,...,a,> CSt

isotrope sur K d'aprés la supposition de notre

proposition.
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ALGEBRES HEREDITAIRES ET TUBULAIRES
PAR MORCEAUX

Ibrahim Assem et Andrzej Skowroriski

Présenté pan U. DLab, F.R.S.C.

RESUME: Nous caractérisons les algébres dont la catégorie dérivée est
équivalente & la catégorie dérivée d'une algébre héréditaire de type Dynkin ou
Euclidien, ou d'une algébre tubulaire canonique.

1. Soit k un corps algébriquement clos. Toutes nos algébres sont associatives,
uniféres et de k-dimension finie. Sans perte de généralité, on peut aussi les
supposer sobres et cormexes. Tous nos modules sont a droite et de k-dimension
finie. Soit A une algébre, et Db(A) la catégorie dérivée des complexes bornés
sur la catégorie mod A des A-modules [V]. Pour un graphe fini et comnexe 4 ,
on dit que A est héréditaire par morceaux de type A [H1] si Db(A) est équiva-
lente, en tant que catégorie triangulée,a D (C), ol C est une algébre hérédi-
taire dont le carquois ordinaire [G] admet A comme graphe sous-jacent. On se
limitera dans cette note & considérer le cas ol A est un graphe de Dynkin ou un
graphe Euclidien, ce qui correspond au cas ou C est de type de représentation
classifiable. De méme, on dit que A est tubulaire F‘ morceaux si DP(A) est
équivalente, en tant que catégorie triangulée, a D"(C), ol C est une algébre
tubulaire canonique [R]. L'objectif de cette note est de présenter quelques
résultats obtenus dans la classification de ces algébres.

2. On rappelle qu'un module T, est dit inclinant (respectivement, co-inclinant)

[HR] si E.xt:i('l‘,—) = 0 (respectivement, ExtA(—,T) = 0}, Extll\(T,T) =0, et le
nombre de facteurs directs indécomposables non-isomorphes de TA est égal au
rang du groupe de Grothendieck KO(A). Deux algébres A et B sont dites équivalen-
tes pour les inclinaisons et les co-inclinaisons s'il existe une suite d'algé-
bres Ay = A, Ay, .. Ap. = B et une suite de modules inclinants ou co-incli-
nants T; (1=0,1, ... m) tels que A, , = End T; Si B est héréditaire ayant

A comme graphe sous-jacent de son carquois, et si &n outre chaque T est un
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Ai-—mdule inclinant tel que, pour tout module indécomposable M, , on a soit
(T ,M) = 0, soit Ext Ti,M) = 0, on dit que A est une algébre

Ere—lnclinee de typeA | [Al-l]1 Enfin, si m¢l, A est dite inclinée [HR]. Il suit
de [H1](H2] que les conditions suivantes sont équivalentes pour une algébre A
et un graphe A, Dynkin ou Euclidien:

(1) A est héréditaire par morceaux de type A.

(i) A est équivalente pour les inclinaisons et les co-inclinaisons
4 une algébre héréditaire de type A .

(iii) A est pré-inclinée de type A.

La caractérisation des algébres héréditaires par morceaux de type

s

Dynkin ou Euclidien se raméne donc & celle des algébres pré-inclinées.

3. Soit A une algébre triangulaire, c'est i dire dont le carquois ordinaire
n'a pas de cycles orientés. En particulier, la dimension globale de A est finie
et par conséquent, la catégorie dérivée Db(A) s'identifie a la catégorie
d'homotopie des complexes bormés de A-modules pro_]ectifs P (proj A) [V]. Soit
P® un complexe indécomposable de K (proj A). Si Pl =0 pour i<p et i>q, alors
que PP eo, P9, 0, on dit que la largeur de P* est q-p+1. La dimension

lobale forte de A est le suprémm des largeurs des complexes indécomposables
de K”(proj A). Il est clair que la dimension globale de A est plus petite ou
égale A sa dimension globale forte. On dira aussi que Db(A) est de cycles finis
si, pour toute suite de morphismes non-nuls et non-inversibles entre
complexes indécomposables de Db(A) de la forme MO #* Mi T UM M('),

les complexes M{ (i= 0,1, ... m1) se trouvent dans un tube (au sens de

[R]) du carquois de Db(A) [H1]. On a:

THEOREME (A): Les conditions suivantes sont équivalentes pour une

algébre A:
(i) A_est héréditaire par morceaux de type Dynkin ou Euclidien ocu

tubulaire par morceaux.
(ii) A est pré-inclinée de type Dynkin ou Euclidien ou équivalente
pour les inclinaisons et les co-inclinaisons i une algébre tubulaire canonique.
(11i) A est triangulaire, sa dimension globale forte est finie, et

D(A) est de cycles finis.
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On en déduit que A est tubulaire par morceaux si et seulement si
elle est équivalente pour les inclinaisons et les co-inclinaisons a une
algébre tubulaire canonique.

4. On sait que toute algébre A s'écrit sous la forme A = kQ/I, ol kQ est
1'algébre des chemins du carquois Q de A et I un idéal de kQ contenu dans
radeQ [G]. Un tel isomorphisme est une présentation de A. Le groupe
fondamental nl(Q,I) de la paire (Q,I) est défini dans [MP]. Une algébre A sera
dite simplement commexe si, pour toute présentation AzkQ/I de A, Qn'a pas
de cycles orientés et le groupe fondamental de (Q,I) est trivial.

THEOREME (B): Soit A une algébre satisfaisant les conditions
équivalentes du théoréme (A). Alors A n'est pas simplement connexe si et
seulement si elle est pré-inclinée de type An.

5. Lla classification se scinde donc en deux parties: le cas ol A est
pré-inclinée de type hn et le cas simplement comnexe. Dans le premier cas,

on a:

THEOREME (C): Une algébre A est pré-inclinée de type An si et
seulement si on peut trouver une présentation A kQ/I telle que (Q,I) a
exactement n+l sommets et satisfait les conditions suivantes:

(i) Le nombre de fléches de source ou de but dommé est au plus

al 3 deux.
(ii) I est engendré par un ensemble de chemins de longueur deux

(appelés relations).

(1ii) Pour chaque fléche o , il existe au plus une fléche g et
une fléche y telles que &B et yq n'appartiennent pas 3 I.

(iv) Pour chaque fléche o, il existe au plus une fléche \ et une
fléche , telles que o) et uaappartiennent a I.

(v) Q contient un cycle unique (non-orienté) C sur lequel le nombre
de relations dans le sens des aiguilles d'une montre égale le nombre de
relations dans le sens contraire.

On voit de suite que le groupe fondamental de (Q,I) est isomorphe
a 2. En outre, A est de représentation finie si et seulement si le cycle C est
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lié. Dans ce cas, nous obtenons aussi une caractérisation de A par les
propriétés de son carquois d'Auslander-Reiten.

6. Dans le cas simplement connexe, on considére deux cas: si A est de
représentation infinie, on obtient une description compléte (par carquois
liés) de l'algébre A. Si A est de représentation finie, on utilise sa forme
quadratique: soit Sl, Sy «er S un ensemble complet des classes d'isomorphisme
des A-modules simples. La forme quadratique q de A est la forme sur KO(A)
dont la matrice [qij] est donnée par:

) t t
= :s S,
& (-1)" dim Ext, (S, J)

Happel a démontré que A est pré-inclinée de type Dynkin si et seulement si A

est simplement connexe et N positive définie. Nos méthodes permettent de
donner une démonstration simple de ce résultat. Nous démontrons aussi que:

qij

THEOREME (D): Une algébre A de représentation finie est pré-incli-
née de type Euclidien + An si et seulement si A est simplement commexe et

A positive semidéfinie de corang un.

Rappelons que la connexité simple d'une algébre de représentation
finie s'exprime au moyen d'un critére combinatoire simple (la condition (S)
de Bautista-larridn-Salmerdn).

7. Lles résultats précédents s'appliquent a 1'étude des extensions triviales
domestiques. L'extension triviale T(A) de A par son cogénérateur injectif

minimal ,DA, = Hom (,A,,k) est 1'algébre dont la structure additive est celle
du groupe abélien A DA et dont la multiplication est définie par:
(a,f) (b,g) = (ab, ag+fb)

pour a,b Aet f,g DA. T(A) est une algébre auto-injective et méme symétri-
que. On rappelle aussi qu'une algébre B est dite domestique s'il existe un
nombre fini de foncteurs (de paramétrisation) F,;: mod k(X] +mod B, cu i = 1,
2, ... t tels que:

(a) Pour chaque i, F = "sk[X]Qi ol 01 est un k[X]-B-bimodule,
libre et de type fini en tant que k[X]-module.

(b) Pour chaque dimension d, toutes les classes d'isomorphisme de
B-modules indécomposables, sauf au plus un nombre fini, sont de la forme Fi(M)
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pour un i et un k[X]-module indécomposable M.

Enfin, B est dite t-paramétrique si le nombre minimal de ces
foncteurs est t.

On a le résultat suivant, obtenu avec J. Nehring (comparer avec
(AHR]) :

THEOREME (E): Soit A une algébre simplement comnexe. Les conditions
suivantes sont équivalentes:

(i) T(A) est domestique de représentation infinie.

(ii) T(A) est 2-paramétrique.

(ii1) A est pré-inclinée de type Buclidien = A..

(iv) Il existe une algébre inclinée B de représentation infinie et

de type = 71" telle que T(A) = T(B).

Note: Ces résultats ont été obtenus alors que les auteurs
visitaient 1'Université de Bielefeld en tant que boursiers Alexandre von
Humboldt.Ils voudraient remercier C. M. Ringel pour son hospitalité.
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HOMOMORPHISMES P-PETITS DE GROUPES

ABELIENS P-TORSION P-REDUITS

B, SARR

Présenté par H. lassenhaus, F.R.S.C.

Sommaire: Dans ce travail, nous donnons une généralisation
de certains résultats de R.S. Pierce concernant les homomorphismes
petits de groupes abé&liens primaires. Nous considérons ici une
classe de groupes abéliens mixtes appelés groupes p-torsion dont

les sous-groupes de p-base sont de torsion.

1) Notations et définitions :

- Un groupe G est dit p-torsion, s'il posséde un
sous-groupe de p-base p-primaire. p est un nombre premier fixé.

- Un sous-groupe A d'un groupe p-torsion G est dit
p-large dans G s'il est totalement invariant et si pour tout
sous-groupe de p-base B de G, on a G = A + B .

- La notation est en général celle de [5] .

- Toute suite u de la forme u = (“0’“1""’“k"") est
une suite croissante d'entiers non négatifs.

- G(u) ={x e G| Hg(x) 2 ul} ol Hg(x) désigne la suite
d'Ulm de x dans G .

= U, ={u = (U sU,9se0suy0..) | G(u) est p-large dans G}.
(] 0’1 k

Gp désigne la partie p-primaire de G .
- Dans la suite les groupes considérés sont p-torsion
et p-réduits.

- Remarque : Si G est p-torsion et p-réduit et si
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x élément de 3 est d'ordre fini, alors son ordre est une puissance

Proposition 1.1 : Soit L un Sous-groupe totalement invariant

de 5. Les conditions suivantes sont équivalentes.

i) L est p-large dans G.

ii) Il existe une suite v = (vo,vl,...,vk,...)

croaissante talle gue p kG[pk] cL et G =1L+6

Procosition 1.2 : Soit u = (uo,ul,...,uk,...) strictement

sroissante. Jn a 1'égalité

5 (u) = Z p G[pk] ol v, = U, k + 1 e vy S vy oo
k

Zresvs :  On montre par induction sur e(x) avec x € Gp(u)

v
P ¢ i .
Zue 37(u) € £ 9 “3[pk] . L'autre inclusion se fait en montrant
s k
Yk
far induction sur k que p "G[p ] g Gp(u) 5

Soit F un sous-groupe de G, Les

conditions suivantes sont équivalentes.

i) F contient un Sous-groupe p-large de G .

ii) Il existe une suite v = (Vo’vl""’vk"") telle
V.' }’
gue » "3[p°1 e F et S = (F n G(u)) + Gp ol
u B (“0‘u1""’“k"") avee u = Visr t k .
Preuve : i)= ii), Si F 3 G(u) qui est p-large dans G, on

montre comme dans la proposition 1.1 qu'on a ii). De plus
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G = G(u) + GP = (F n G(u)) + Gp .
ii) = i). Ona G = (F an G(u)) + Gp avec

u + k o G(u) = G(u) n G = G(u) n ((F n G(u)) + Gp) =

k © Vk+1
(F n G(u)) + Gp(u) . Donc il suffit de montrer que Gp(u) € [Fs

v
D'aprés la proposition 1.2, on a Gp(u) g Z p kG[pk] et
V.o k *
p 6[p 1lc F V k par hypothése, donc Gp(u) c F. Il s'ensuit que

G(u) ¢ F et G = G(u) + Gp' Par conséquent G(u) est p-large

dans G.
Définition 1.4 : Un homomorphisme ¢:G —> A est dit p-petit

si son noyau ker¢ contient un sous-groupe p-large de G.

L'ensemble des homomorphismes p-petits de G dans A est noté PHom(G,a).

Exemple : Tout homomorphisme d'un groupe p-borné est p-petit
Exemple

et tout homomorphisme dans un groupe p-borné est p-petit.

Théoréme 1.5 : Soit ¢ ¢ Hom(G,A). Les conditions suivantes

sont équivalentes.

i) ¢ est p-petit,
ii)

Il existe une suite v = (vo,vl,...,vk,...)

strictement croissante telle que e(x) 2 v, implique e(p(x)) < e(x)-k

et G = ((kere) n G(u)) + Gp ol u = (“o’“1""‘“k"")

avec uk = vk‘.1 1.

iii) Il existe une suite w = (wo,wl,...,wk,...) telle

w
que p kG[pk] c kere¢ et G = ((kerp) n G(z)) + Gp ol

z = (zo,zl,...,zk,...) avec z) =W + k .

Preuve : i) e iii). Déji prouvé (proposition 1.3) .
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ii) = iii). Posons W = V- k. On remarque que

s1 u = (Uo,ul,...,uk,...) avec Uk = Vk+1 - 1 et si

z = (zo,zl,...,zk,...) avec z, = W, .+ k, on a z = u et par

conséquent G = ((kerg) n G(u)) + GP = ((kerp ) n G(z)) + GP 5
W

Montrons par induction sur k que p kG[pk] < kerg.

Yo, 0 "1 "1
P G[p'1 = (0} ¢ kerp . p “G[pl c kery . En effet, si x ¢ p “GIlpl

et x # 0, on a e(x) = 1 et hg(x) 2 W Il existe y € G tel que
1

X = p y.e(7)=w1+1=v1.

w w

par conséquent ¢(x) = o(p 1y) = p 1«t(y) = 0 et x € kero.

donc e(o(y)) s vy - 1 = w, et

w W
Supposons que p k_lc[pk-1] < kerp et soit x € p kG[pk]. On a

Yk-1. k-1

e(x) = k ou e(x) < k. Si e(x) <k, x € p clp ] et par

W

hypothése d'induction x ¢ kero., Si e(x) = k, x = p ky avec y € Gp,

e(y) = W + ko= v, et e(y)) s vy = k = w,  par conséquent
wk .
Ax) = p "o(y) = 0 et x ¢ kere .

iii) = ii), Posons Vi S Wt ke §i
2 = (20’21""’zk"") avec z, = Yier t k et si
u = (uo,ul,...,uk,...) avec w = v, . -1 alors z = u et
G = ((kers) n G(z)) + Gp = ((ker¢) n G(u)) + Gp' Soit maintenant

n o= oelx) 2 v, e(p"-kx) = k et hg(pn_kx) 20 -k 2w donc

n-kx)

ol p =0 = p“'k ox), par conséquent e(@(x)) < e(x) - k .

2) Quelques théorémes d'extension

Dans cette partie, nous montrons que sous certaines conditions,

les homomorphismes p-petits s'étendent d'un sous-groupe de G &
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tout G. B désigne un sous-groupe de p-base de G.

Lemme 2.1 : Soit un homomorphisme ¢:B —> A tel que

kerg o B(u) (B(u) est p-large dans B). Si u ¢ Ugs @ s'étend 3

un homomorphisme p-petit unique de G damns A.

Corollaire 2.2 : §i 31 et 8, sont deux homomorphismes p-petits

de G dans A tels que g (b) = g (b) pour tout b ¢ B, alors g, = g,.
1. 2 1 2

2

Théoréme 2.3 : B étant un sous-groupe de p-base de G

(B = & <bi>), si pour tout i e I, X; € A_ est donné satisfaisant:
iel P
1) e(xi) s e(bi)

2) il existe v = (V. ,V . ,...5V, ,.0..) Strictement
sl 0 ) 0?71? k ————

croissante telle que e(bi) 2 v implique e(xi) < e(bi) -k,

et si ue U, gi u = (uo,ul,...,uk,...) avec
u = vk+1 - 1 , alors il existe un homomorphisme p-petit unique

f:6 —> A tel que f(bi) = x pour tout i ¢ I.

i

Théordme 2.4 : Soit F un sous-groupe p-pur de G,

g ¢ Hom(F,A) tel que kerg 2 F(u) qui est p-large dans F. Si

uel alors g peut &tre étendu 3 un homomorphisme p-petit de

G)
G dans A.

Théoréme 2.5 : Soit L un sous-groupe p-large de G,

g € Hom(L,A) tel que kerg > L(u) qui est p-large dans L. Si

hg(g(x)) 2 hs(x) pour x ¢ L et si u ¢ UG’ alors g peut &tre

étendu 3 un homomorphisme p-petit de G dans A.

Corollaire 2.6 : Soit g € Hom(pkc,pkh) tel gue
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kerg > (ka)(u) qui est p-large dans ka. Si u ¢ Uss g peut

&tre &tendu d un homomorphisme p-petit de G dans A.
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THE GENERALIZED FERMAT-TORRICELLI POINT AND THE GENERALIZED
IHUILIER-LEMOINE POINT

D.S.Mitrinovié, J.E.Pe&arié and V.Volenec

Presented by H.S.M. Coxeter, F.R.S.C.

ABSTRACT. In this paper we give some comments on the generalized
Fermat-Torricelli point and the generalized Lhuilier-Lemoine po-
int. Certain facts which contest some priorities are brought to

light. We also give some new results concerning polytopes.

l. Let P be a point inside the triangle A1A2A3. Let Ry = PA, and
let ry be the distance from P to the side AAy ., (k=1,2,3, A =4;).

P.Fermat had given the suggestion to Torricelli to find the point
for which the minimum of ERl is gttained. Torricelli found three so-
lutions and he'gave the same problem to Viviani. Viviani published a
solution of his own in 1658. This important point, known as the Fermat
-Torricelli point, was studied by T.Simpson in 1750, Fuss in 1798,
Tédenat and Lhuilier in 1810, Gruson in 1816, Bertrand in 1843, Lehmus
in 1854, Grunert in 1867, etc. [17].

S.Lhuilier, in 1809, investigated the point in a triangle (or
tetrahedron) having the minimal sum of squares of distances to the
sides (or faces). E.W.Grebe rediscovered this point in 1847, and £.le-~
moine again in 1873. 1t bacame generally known as the "iemoine point"
(or occasionally the "Grebe point"), but its discovery by Lhuilier was
forgotten,

For a given scalene triangle AIAZA3 and a variable point P, let
Ft denote the position of P for which Eth is extremal, and let Lt
denote the position for which Zrlt is extremal.

P.Penning [10] shows that the locus of F, when t varies over

all real values, is a curve (having two branches) which lies entirely
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inside the triangle and passes through the midpoints of the sides,

two distinct points F+ and F-o’ the Fermat-Torricelli point Fl’ the

o
centroid F2. and the circumcentre F_. (The letter F is appropriate
because it was Fagnano who first observed that F"2 is the centroid.)

H.S.M.Coxeter has noticed that the locus of I‘t coincides with
the locus of the point whose trilinear coordinates r, are proportional
to avu (v=1,2,3) when u varies over all real values (u=1/(t-1)).
Thus it is a curve passing through the centroid L,» the vertex Ll= Ay
(if a1>az>33), the Lhuilier-Lemoine point L, (hence the use of the
letter L), and the incentre L, . J.L.Synge has given the following
proof:

Since Zajry=2F, Za,dr)= 0. If Zrlt is extremal, Zrlt-l
Thus rvt"la Aa, (v=1,2,3) and rvaluavu (u=1/(t-1)).

dry = O.

The point whose trilinear coordinates are proportional to avu is,

of course, the point whose areal coordinates are proportional to

u+l
a
v

nning [1].

o Its locus was thoroughly investigated by O.Bottema and P.Pe-

2. how, we shall give a generalization of the above result for
the generalized Lhuilier-Lemoine point.

Let P be any point inside a convex polytope & from E® (n32 2)
with m (m>n) facets a;. Let C; (i=1l,...,m) be the (n-1)-dimensional
contents of 85, and let ry be the distances of the point P to the

hyperplanes of aj. 1f V is the volume of A, then

m
(1) iflciri = nV,

The following result contains the generalization of L. :

THEORFM 1. Let x; (i=1l,...,m) be positive numbers. If either t>1 or

<0, then .
B t > t, 2.t 1/(t-1)\1-t
(2) iflxiri o (nV) (ifl(ci /xi) /( ) )
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with equality if and only if

(3) xlrlt—l/cl a xzrat-l/c2 2 eee = xmrmt-l/cm.

For 0< t< 1, the reverse inequality is valid.

Remarks: 1° The case m= n+l, p<O is given in [6], and n=2, m= 3,
p>1 in [2,4].
2° For t> 1, we have
m
T x:r: ¢ S (av)? max (x./¢ ) (= M).
5 iti i7vi -
i=1 15:ism
Indeed, since O P Ciri/nv - as iSm) we have
1 m noX;

C.r m C.r mC.r.

iTit < iTit < iTi
Zx:;r: = L ( ) =ME( ) aMZ a M,

(aV)P da1 11 T 41 T oav ie1 BV i=1 OV

For n= 2, m= 3, we infer a result from [4].

3% In [11], S.Reich asked to prove or disprove the triangle ine-
quality
@) L1/ 2 3/r.
L.Carlitz noted that the inequality is invalid and proved (2) for
D=3, Xy =Xy=Xz=1, t=-1l. Klamkin [6] showed that instead of (4) the
following analogous inequality is true:
(5) L1/ry 2 2/r
with equality for a degenerate triangle. He also gave generalizations
of (5) for a simplex (see [6,7]). Similar generalizations are valid

for a circumscribable polytope. For example, we have
m
(6) £1/eP 22/ (p>o0)
ial
Indeed, using (2), we get

> Lozl T o, P/(peL)ypel | ( F o P/(pe)ypely(r T g )P 2 22,
i=l I‘i (nV) i=1 i=1 ial

The last inequality follows from the inequality
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m o
) 3 (60 24 (Z,00%
where q=p/(p+l) (so, 0<q<1l). Note that (7) is a simple consequen-
ce of Petrovié'’s inequality: Er(xi) 4 2f(%-2xi), for a concave func-
tion £:[0,a)->R, £(0)=0, and O £ x S $Ex; (kel,...,m).
First, we shall prove the following
LEMMA. Let x; (i=l,...,m) be positive numbers with X = iglxi such

that C.r./x; s d (i=1,...,m) and let £:(0,d] -> R be a convex func-

17171
tion. Then
m
(8) (Rt Cm/xg) 3 X e(av/Ky).

If £ is strictly convex, then equality holds in (8) only if

(9) Cyry /%Xy = Cofs/Xy = ees = erm/xm.

The inequality is reversed if f is a concave function.

¥ROCF. Using Jensen’s inequality for convex functions and (1),
we get

m m
X P(nV/Xy) = X f(d Exa(Cra/x)) § E x0Cymy /).

X

PROOF OF THEOREM 1. For f£(x)=x%, x;

=> (cit/xi)l/(t_l) (131,.
ceyn), we get Theorem 1 from the Lemma.

3. Now, we shall give some other consequences of the Lemma.

m
THECREM 2. For Xy=eee=xp=1, (8) becomes I f(Ciri) Z nf(nV/m).
= —— ial

EXAMPLES: 1° For f(x)=xP we get iglwiri)p 2 ol PnPyP (p<Oor p>1)
and the reverse inequality for O0<p<1.

The cases n=2 and 3 were considered in [16], and these results
were generalizations of results from [8,9,14,15].

2° Por f(x)=logx we get igl(rici) 3 (nV/m)".
This is a generalization of results from [12] (n=2,3, m=n+l).
IHEOREM 3. Por x; = C; (i=l,...,m), (8) becomes
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s >
10 Z C:f s C£(nV/C
(10) o1 i (ri) (nv/ )’

m .,
where C= I C:L is the "surface" of the polytope.
ial .

Remark. The cases £(x)=xP, n=2 and n= 3 were given in [16].

Let A be a circumscribable polytope, i.e. let a hypersphere of

m
radius T be inscribed in A. Then (1) gives nV = I Ciry icee r = %Y.
i=1

ct(r).

v

m
In this case (10) becomes £ cif(ri)
i=1

cr? (p>1 or p<oO).

v

n
EXAMPLES: 3° Por f£(x)=x¥ we get _zlcirip
1=
For 0< p<1, the reverse inequality is valid.
For n=2, m= 3 we have a result from [16], generalizing results
from [2,12].

m C
4° For £(x)=logx, we get: I ry ig.C,
i=1

. < m=1l_ 242 e
THEOREM 4. (i) <.8 o cicjrird = >n ve,
1=1<jnm
m
(ii) £ C,C,r;r; + I C2p 22 Bil,2y2
DISIPIG X i S IR Tt Sl
13i<jsm
PROOF, These results are simple consequences of Example 1° for
m
p=2 and of identity CiC.r:r,; = 3(n?V% - I c.%r.2).
iY3tity = 2 jo1 174
1.1<J= =
Remgrk. For m= 3, n=2, (i) is given in [13] and (ii) is due to L.
Carlitz,.
THEOREM 5. For a triangle the following inequalities are valid
(11) (svFD? § (s24r24uRe)/2R
with equality only if P=I; and

Q12) I Vi S (Rer)V2/R S 3/R/2

with equalities only if a triangle is equilateral and P is its center.

PROOF. This is a consequence of Theorem 1 (m=3, t=1/2, X=Xy
-1), of identity I l/a -(sa-u' +4Rr)/(4Rrs) and of the well-known
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inequality g2 § 4R2+4Rr+3r2.
Remark. (12) is an interpolation of an inequality of L.Carlitz [3].
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A Moment Method for Primes in Short Intervals

A. Y. Cheer and D. A. Goldston
Presented by P. Ribenboim, F.R.S.C.
Abstract. We present a method for showing that there is a positive proportion
of intervals which contain no primes and are longer than the average distance
between consecutive primes. This method uses the first three moments for the
distribution of intervals with a given number of primes. Better results are obtained
conditionally by assuming the first n moments are Poisson.

Introduction. In this paper we examine the occurrence of long intervals containing no
prime numbers from a statistical point of view. Previous work on this subject (see[S5],
chapter 5) has been directed towards constructing very long sequences of consecutive
composite numbers. However, these sequences occur so infrequently that they have no
statistical significance. We introduce in this paper a moment method for finding a positive
proportion of intervals which are longer than the average and which contain no primes.

Let m(x) denote the number of primes less than or equal to x. We define the kth moment
for the number of primes in an interval of length Alogx by

2X

k
M) MAX) = % j ( m(x+Alogx) - 7(x) ) dx
X
We also define, for n=0,1,2,... ,
(2) a,(A.X) = (1/X)(measure { x €[X, 2X] : [x, x + Alogx] contains exactly n primes)) .

Since the integrand in (1) is a step function, we have,

@ MAX = 3 n'aAX) , for k=123,...

n=1
The sum above is actually a finite sum since a,(A,X) = 0 for n 2 X. We also have the
obvious relations

@ 2 AX) + D, adX) = 1
1

and
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6 a@AXx)20, forn=01.2,...

The quantities a,(A.X) represent the percentage of intervals of length Alogx which contain
exactly n primes. Since the average spacing between consecutive primes is logx, our goal is
to show that ag(A,X) is non-zero for some A > 1 and all sufficiently large X. To accomplish
this, let us suppose we are given M, (A, X) for k=1, 2, . .. N, and let us assume a;(A,X) =
0. Then (3) and (4) form a system of N+1 linear equations in the non-negative unknowns
2,(A.X), 2,(A.X), ... , and it becomes a linear programming problem to solve this system
for a given A. If however there is no solution for a given A, then we conclude that the
assumption that ag(A,X) = 0 is untenable.

We cannot carry out the above approach as described because our knowledge of the
moments Mk(k,X) is limited to crude upper and lower bounds for k 2 2, but it is possible to
use these bounds for My(A,X) and M,(A,X) in equations (3), (4), and (5) to prove a weak
result of the desired type:

Theorem 1. We have ay(1.004,X) 2¢ >0 for all sufficiently Jarge X, where ¢ is an
absolute constant.

It is easy to see that, for p,, the nth prime number, and d,, = p,,,; - P, the length of the nth
gap between consecutive primes,

©) 8,AX) ~ % Y (d-Mogp,) . as X - .
X$p,$2X

d, 2 Alogp,
In another paper[1], we have shown that by using a method of Erdos for small gaps between
primes, it is possible to find a lower bound for the above sum for any A < 9/8, and therefore
this value also holds for Theorem 1. However, that method cannot be made to hold for
A > 372, while the method presented here has no such limitations.

It has been conjectured that the primes are distributed around their average in a Poisson
distribution. Gallagher{2] has shown that this conjecture is true if the Hardy-Littlewood
r-tuple conjecture holds uniformly over tuples of primes of lengths Alogx. In the case of the
Poisson distribution, we have

k
D MO0 ~m®) = ) okok . a X 5w,

r=1]

and
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®) an(l.X)~%:-l-e"‘ . as X — oo

Here o(k,r) are the Stirling numbers of the second type, and m,(A) is the kth moment of a
Poisson distribution. In particular we have ay(A,X) ~ e >0 forall A. This result
requires all the moments to be Poisson, but if we assume that only the second and third
moments are Poisson, we can substantially improve on Theorem 1 and the resultsin [ 1] :

Theorem 2. Assume (7) holds for k=2 and k=3. Then, for € > 0 and all sufficiently large
X, we have

32 _ 1,3
® a0 > 1+ a2 - Laloe, for 0sds2,

and

2 14
(10) a2 (3 - e) xogx
Xsp,s2X
By assuming further moments are Poisson, it is possible to prove better results than the
above; we mention some of these in the last section.

2.Proof of Theorem 1, The following is known about the first three moments Mk(l,X):
for fixed A, € > 0, and X sufficiently large,
a1y MARAX)~A , asX—ee,
(12) A2+A%-e SMAX)SA + CA2+e ,
(13) M;AX) < A+3CA%2 + DA* + ¢
Equation (11) is the prime number theorem, the lower bound in equation (12) is from (3],
and the upper bound in equation (12) and equation (13) follow from sieve upper bounds
applied to the argument on page 5 of [2]. The number C is the sieve constant in the bound
for prime twins, and D is the corresponding constant in the 3-dimensional sieve for prime
triples. The value C =4 and D = 48 may be found in [4].

We now prove Theorem 1. We may ignore all €'s and X dependences, since these have
no effect on the proof. We fix A, and write an(l.X) asa;. By combining (3), (4), (11),
(12), and (13), with C =4 and D = 48, we have

1) Yas1 Yna=h, dnla2hert Y odasae1an’easy.

n=1 n=1 n=1 n=1

By recombining we obtain

103
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3 % 2 2 3 3 2, 5
a8 D a=rl, Y e-1a,2hh Shr1, Y @ )’,s480% A% SA- 1.

n=1 n=1 n=1

By Cauchy's inequality

(16) (gl(n-l)zan )2 < (nz:l(n-l)an) (nZ:l(n-lfan )

By substituting (15) into (16) we obtain 0< 4703 - 36A2 - (43/4)A - (1/2). This is false
unless A is larger than the root Aq = 1.004259085. . . , which proves Theorem 1. The
above argument is very close to optimal. Using a linear programming computation we find
(15) is unsolvable for A = 1.0042591123, while for A = 1.0042591124 we have the
(rounded) solution a, = .99996, a,,, = 1.3041x10%, a4 = 3.6518x10°6, and a,,o =
3.2472x10°5.

3. _Proof of Theorem 2. We now assume the second and third moments Mk(l,X) are
Poisson, which together with (11) give

an MAX)~A, MyAX)~ A + A2, M;AX) ~ A + 332 + A3 |

Once again we ignore € and X dependences, since they have no effect on the argument.
Before proving Theorem 2, we show that the previous argument now gives that ag(A,X) >0
forany A < 2. By (17) we have that equation (14) may be replaced by

(18) 2aﬂ= 1, Zn a=A 2 nzan= A+22, nsan= A+3A24A3 ;

n=1 n=1 n=1 n=1

which on recombining gives

19) Y m-Das=h-1, 3 -Dla=22-A+l, D (n-1Ya=AA-1.
n=zl n=1 n=1
On substituting into (16) we obtain 0 SAZ(A - 2) , whence A 2 2. This argument is sharp
since a, =2/3, a,=1/3, and the other a;= 0 satisfy equation (18) when A = 2.
We now prove Theorem 2. Itis well known that for the Poisson distribution

20) n(n-1)(n-2) ... (n-k+1) an(l) =2k , fork21.

n=0

This may be easily verified for k=1, 2, and 3 by (18). By (4) we have

@) aM=1-Yad 2 1-9 pma®d)

n=1 n=1
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where p(n) is any function such that p(n) 2 1 forn =1, 2, 3, ... . Suppose p(n) is a
polynomial of the form

(22) p(n)= Bk n(n-1)(n-2) ... (n-k+1) , p(n)21 for n=1,2,3,... .
k=1

By (20) and (21) we conclude that

N
@) a2 1- ) BA
k=1
Now take p(n) = (1/12)(n-1)(n-3)(n-4) + 1. Clearly p(n)21forn=1,2,3,... . Putting
p(n) into the form of (22) gives p(n) = n - (5/12)n(n-1) + (1/12)n(n-1)(n-2) ,which proves
the first part of Theorem 2. The second part follows from the relation (see [1])

@) D, & ~ 2XlogX Jao(x,X) dr
Xsp,$2X 0

4. N Poisson Moments, The methods used above can be applied to N moments which
are assumed to be Poisson. For N=5 the polynomial p(n) = (n-1)(n-3)(n-6)(n-7)/504 + 1
shows that ag(A,X) > 0 for any A<3, and gives the constant 1.782. . . in (10). For N =
2k+1, the polynomial p(n) = (n-1)(n-2). . .(n-2k-1)/(2k+1)! + 1 shows that

2% + 1 n

@5 X2 ), %

n=0
This may also be seen in an easier fashion by differentiating the power series generating
function for the a,(A,X) 's and using (20). However, none of these estimates are optimal.
Suppose the first N moments are Poisson, and let Ay be the supremum of the set of all A's
for which the the N+1 equations (3) and (4) have no solutions a (A,X) 2 0 with a(AX) =
0. By using a linear programming calculation, we computed the first few Ay . We found
that in general A,y = Ay, and Ay=2, Ag=3.11713..., Ay = 4.143770..,, Ay=
5.238078...,and A}, = 6.291643... .

5, Acknowledgement, Theorem 1 was obtained jointly with D. R. Heath-Brown, who
we would like to thank. We would also like to thank A. Odlyzko and C. Pomerance for
helpful suggestions. This work was completed while A. Cheer was on sabbatical at
NASA/Ames Research Center, Moffett Field, Calif. .
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DOUBLE COVERINGS OF HYPERELLIPTIC KLEIN SURFACES

E. Bujalance®*, J.J. Etayo* and J.M. Gamboa*

Presented by H.S.M. Coxeter, F.R.S.C.

Abstract.. Totally real (in particular unramified) coverings of
Klein surfaces were studied in [6]). They obtain the topological
features of the covering as a function of the ones of the base.
Here we restrict ourselves to elliptic-hyperelliptic normal unra
mified double coverings of hyperclliptic bordered surfaces, obtai-
ning of course additional information. Besides we present a con
jecture on the classification of all double coverings of hyper-
elliptic surfaces. The details of the proofs will appear in (4].
The corresponding questions on Riemann surfaces have been studied

in [2,5].

Klein surfaces are compact surfaces with a dianalytic struc-
ture [11. A Klein surface X is said q-hyperelliptic if it has
an involution ¢ such that X/¢ has algebraic genus q. O-hyper-
elliptic surfaces are called hyperelliptic. I-hyperelliptic sur-
faces are clliptic-hyperelliptic. A covering of a surface X is a
couple (X',s), X' being a Klein surface and ®n a surjective
morphism from X' onto X. The covering is normal and unramified
if the group of automorphisms of X' commuting with = acts
transitively over the fibers and without fixed points on X'.

We will say that a surface X has type (g,+.k) (resp.,
(g,-,k)) if it has topological genus g and k boundary compo-
nents, and is orientable (resp., non-orientable).

The result we obtain is the following:

107
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Theorem. let X be a hyperelliptic Klein surface with boun-

dary of algebraic genus p : agsk-1 > 3 (0.2 in orientable case,

d=] othcrwisc) and let = : X' « X be an unramified elliptic-

hyperelliptic double covering of X,

a) If X has type (g,+,k) with g# 0 f(and so k < 3 by {7]))

then X' has type (2g-1,-.,2k) and the number of such coverings

is ‘Qg:k‘.

b1 If X has type 10,+,k) then X' has type (0,+,2k-2) or

(1,+,2k-4) and the number of such coverings is k of the first

kind. (5)—k of the second one.

c) If X has type (g,-.k) then X' has type

i if k = 1. (2g-2,-,2) and the number of such coverings is

g+l
( 2 ).

ii) if k « 2. (2g,-,2), (2g-2,-,4) or (g-1,+,4),

in respective numbers 2g. (g) and 1.

iiiy if k> 2, (2g-2,-,2k-4). (2g,-,2k-2) and (2g-2,-,2k).

in respective numbers (&)-k. kg+k and (g).

The tool we use to prove the theorem. and which reduces the
problem to a combinatorial question, is the theory of XEC groups.
An NEC group T is a discrete subgroup of the group of isometries
of the hyperbolic plane D. and it has associated a signature

lg.:,[m‘,...,mp],(fn;l....,n.

N e . .
Jsi‘i»l,....k)] which gives a presen

tation of the group (see [0,12]}) and reflects the topological
properties of the projection D + D'r. We use in what follows
this presentation of the group. Each bordered surface X of alge-
braic genus p > 2 may be expressed as D/r; when X has type
(g.2,k), r has signature (g.:,lv—),((——)k)) [10). In [7) it is

proved that the surface D/r is hyperelliptic (resp., elliptic-
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hyperelliptic) if and only if there exists an NEC group r of
algebraic genus 0 (resp., 1) such that [rl:r] - 2. This group
is unique when D/T has genus greater than or equal to 2 (resp.,

#) f(a particular case of Castelnuovo's inequality [11]).

Proof of the theorem. We sketch the proof of nart a) of the

theorem. The other parts are dealt in a similar way.

The signature of the group l‘l of the hyperellipticity of
X - b/t is (0,,,[2,?5:%,2],{(__)}] [3)]. Since N/r' is an un-
ramified covering of D/r the signature of T' has neither pro-
per periods nor non-empty period-cycles. Applying the relation of
areas of NEC groups and [8], the signature of T' is thus
(g',+,] —7.((-—),4%:?%7%:%5:,(——))). Since the covering is unra-
mified., we have besides 2 g 4g+2k-2-2g' ¢ 4. Calling now r;
the group of the elliptic-hyperelliptic character of D/r'., by
[4] and from the fact that r; has no non-empty period-cycle
(since r; is a normal subgroup of T, D/r' having genus greater
than §), one can reduce to the case that r; has signature
(0.+,02,4812K74 9] ((-=)(—))), with dg+2k - 6 if g'-0. Since
the signature of T is (g.«,{v—],((——],.¥..f~—))). there exists
an epimorphism 9, from rl onto C2 with kernel T, defined
by el(xl) B wam B el(x2g+k) = 1j el(clo) .0, el(c|) - k. For
each group l‘l we now define an epimorphism €& from rl ont.o
Cz with kernel r;. This epimorphism is given by e(xi) = e(xj)

1, for two values i,j € 2g+k, e(xm) 0 for i/ m/ j.

e(clo) . Ofe‘) - 0. The number of epimorphisms defined in this
way is (25;k). We prove now that for each epimorphism e there
exists an associated subgroup TF' of T with signature

(g',+,[—]),{(— ,45:?%:?:?5:,(-—)}). Tf we suppose, for simpli-
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city. i=1, j-2, a set of generators of TLois oxp - XgX 3%y,

[ ' i -

Xy = XpXgXpr oty ¥agikeg T Xp¥pg.k*20 X2gek-1 T X30 tUe

] - ' = = | I L

Xagr2k-a - X2gik® 10 T C100 S20 T *110%1° ®1 %17 ©2

X x,. We define now €' from ry onto C2 by e‘(x;) % s wie

- ' 1 -1 ' ] - 1 [} Y el - 1{e!) = k.
] (x4g+2k_4) 1. @ (,clo) (] (°20) 0, o \el) ) ez) k

We call Tr' - kere' and this is the subgroup of r; and of T

we were looking for.

Each group ' provides us a distinct covering D/r' and we
have so all coverings with signature (2g4,+J——]d(——)”?E.J——H).
(Notice that the number of period-cycles in r' is 2k. and so

4g+2k-2-2g' - 2k, which implies g' = 2g-1).

By addition of the number of coverings of the different
topological types we deduce:

Corollary. If X is a hyperelliptic Klein surface of alge-
Lorollary.

braic genus p > 3 the number of elliptic-hyperelliptic unrami-

fied double coverings of X is (p;l).

Remark. According with [6), if X is an arbitrary bordered
Klein surface of type (g,+.k) and X' is an arbitrary unrami-
fied double covering of X, then X' has type (2g+t+l,+,2k-2¢t)
and for each t, 0 < t g [%], there are Zp'l-k(;;) such cover-
ings. for t - 0 there are Zp'l-k-l. Observe that from part
a) of our theorem. when X is hyperelliptic and X' is ellip-

tic-hyperelliptic, t - 0 and there are only (pél) coverings.

A similar situation appears in cases b) and c).

We now formulate a conjecture. Tf X 1is a hyperelliptic Klein

surface whose algebraic genus is p > 2, we prove in [3] that the
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number of hyperelliptic unramified double coverings of X is p+l
= (p;I). When p > 3 the number of elliptic-hyperelliptic unra-

mified double coverings of X is , as we nroved above.

2ty
Since the number of unramified double coverings of X is Zp—l,
we conjecture that the unramified double coverings of a hyper-
elliptic surface of genus p > 2 may be classified in [E%l]
classes Cq. 0<q ¢ [R%l], each of them formed by (g:l)
q-hyperelliptic elements, excepting C(prl)/z, formed by
%((p?;;/Z) clements, all of them (p-1)/2-hyperelliptic (holding

just if p is odd).

The results of this note may be translated into the language
of real algebraic curves using the well-known functorial equiva-

lence established by Alling and Greenleaf [1].

We thank the referce for the very instructive comments on the
paper.
* The authors were partially supported by "Comisién Ascsora de

investigacién Cientifica y Técnica® (2280/83).
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Sur la structure réelle des idéaux de CIX,, ...X,l!
Felipe Cucker.
ABSTRACT. We give in this note a left adjoint functor of the complexification

which is the algebraic counterpart of considering the euclidean topology
on pl Igebrai isties. Some geometrical properties are deduced.

Présenté par P. Ribenboim, F.R.S.C.

Etant donné un corps réel clos R, C sa cl6ture algébrique et V une
C-variété algébrique affine, l'isomorphisme C"=R2" nous permet regarder
limage de V(C) comme un sous-ensemble algébrique de R2" .

En effet, si Pe C[X,, ... ,X;] alors P(a,+ib,, ... ,a,+ib,)=0 ssi les parties
réelle et imaginaire du polynéme P(Z,+iT,, ... ,.Z,+iT,), qui appartiennent a
Riz,, ... .Z,,T,, ... ,T,] , s'annulent au point (a,, ... ,a,,b,, ... ,b,). Ainsi, si V est
l'ensemble des zéros de P, ... ,P, dans C", regardé comme sous-ensemble de
R27 il sera I'ensemble des zéros de ReP,, ... ,ReP,ImP,, ... ImP,.

Cette “réelification” ensembliste posséde une contrepartie
algébrique (qui a une C-algébre de type fini associe une R-algébre de type
fini) dont les propriétés de base et les rapports avec la réelification
ensembliste sont I'objet de cette note.

Soit B et B les catégories des R et C algébres de type fini
respectivement. On connait bien le foncteur complexification .[i]: R — B , qui

envoie A sur Ail=A®RzC.

Théoréme 1.

Il existe un foncteur #& — R adjoint & gauche de .[i].

démonstration.

Soit B=C[X,, ... X /(P,, ... ,P) une C-algébre de type fini quelconque.
Appelions B¥= R[Z,, ... ,2,,T,, .. ToV(ReP;, ImP) j=1, ....r etngB — BH[i)
le morphisme défini par ng(X,) = Z+iT,. Nous allons voir qu'il s'agit d'une
fldche universelle (voir [4] III,§1) de B vers B#[i].

Si D est une R-algébre de type fini et ¢:B — D[i] un morphisme de

R-algébres, il faut voir que 3! 8% » D tel que le triangle suivant commute
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B- Ms—B#[i)
«p\\ |
Dri]

Si 9(Xy) = Q+iS, , Q,.Sy e D , soit £(Z,)=Q, et {(T,)=S, . Pour que f soit
bien définie il faut que Vj<r f(ReP)=f(ImP)=0 , ce qui résulte de
t(ReP(Z,,T))=ReP(Qy,S,) et {ImP(Z,,T,))=ImP(Q,,S,) puisque
0=¢(P|(X,))=P(Qy+iS)=ReP|(Q,.S,)+ImP|(Q,,S,).

En appliquant [4] IV, 1,th.2,ii, nous obtenons que # est un foncteur
adjoint a gauche de . i} -

Détinition.

Nous appellerons réelification le foncteur #

Remarques 2.

i) Du théoréme mentionné plus haut peut aussi se déduire que si
B » B' est un morphisme de C-algébres, f#est défini comme le morphisme
correspondant par l'adjonction a mngof ; c'est-a-dire si
B'=C[X'y, ... Xn)(R,, ... ,Rq) et f(X,)=Q,(X",), alors f#(Zk)=Rer(Z'h.T'h) et
#(T)=ImQZ', Ty -

i) Si V est une C-variété donnée par les polynémes P,, ... ,P, nous
noterons V¥ la R-variété donnée par ReP,, ... ,ReP,ImP,, ... ImP, et nous
noterons ¢ la bijection V(C)=~ V#(R).

Si V est une C-variété et A=p o(V(C)), l'anneau des fonctions
polynomiales définies sur V(C) a valeurs dans C, on peut se demander si
A¥= oo (VH(R)). Prenons A=C[X)/1+X2 ; on a que A*=R{Z,T)/(Z2-T2+1, ZT). Il
est évident que A¥ ne coincide pas avec l'anneau de fonctions polynomiales
sur V#(R)={(0,1),(0,-1)}. Donc, la réponse est négative. Nous pouvons
prendre une hypothése plus forte, par exemple V irréductible et nous

demander si A intégre entraine A¥ intégre et réel.
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Nous verrons bientdt que la réponse a cette question est affirmative.

Commengons par un lemme dont l'astuce vient de Ephraim [2].

Lemme 3.
Soit A une C-algdbre de type fini. On a A#[il<A® A .

démonstration.
Soit A=C[X,, ... X V(Py, ... ,P,) , on abien
A¥) = CIZ,, ... Z, Ty, ... T, V(RePy, ImP) k=1, ...r.
Considérons le changement linéaire de coordonnées dans C2n
V= Zi+iTl et W, = Z:iT;, 1sjsn . D'autre part considérons l'idéal
(ReP,, ... ,ReP,ImP,, ... ImP) comme étant engendré par les éléments
Q, = ReP,+ilmP, et R, = ReP-ImP,, 1<ks<r . Dans les nouvelles coordonnées
on a que Q,(V;,W,)=Py(V) et Rk(Vj,Wi)aﬁk(Wj) , 1sksr, 1<j<n.
Donc, A¥[il= C[V,W}/(Qy.Ry) = C[V]J/P, ®cC[W)/P =~ ABCA .

Proposition 4.
Si A est une C-algébre de type fini intégre (resp. réduite), alors A#

est une R-algébre intégre (resp. réduite).

démonstration.
A intégre (resp. réduite) entraine A® A intégre (resp. réduite) ((5]
ch.1,§6, prop.1) ce qui & son tour entraine A? intégre (resp. réduite).

Corollaire 5.
Si A est une C-algébre de type fini réduite, alors dim A#- 2 dim A. -

Ces résultats nous donnent une partie de ce que nous voulions vair.

Pour ce qui reste il nous faut examiner ce qui se passe aux points réguliers.

Proposition 6.
Soient A=C[X,, ... X,J/(P,, ... ,P,) intégre, V la C-variété donnée par
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(Pq, ... ,P) etxeV(C).
Si x est un point régulier de V(C), alors ¢(x) est un point régulier de
v#(R).

démonstration.

Soit d la dimension de A; puisque x est un point régulier de V(C)on a
que rg(J(Pl)(x))=n-d ol J designe la matrice jacobienne. Si I'on fait les
changements du lemme, on trouve dans A#[i] que

rg(J(ReP,, ImP )(x))=rg(J(Q; R)(x,X)). Mais cette derniére matrice a la forme
| J i

(J_(Pp(x)l 0 )
o | JP™

donc, son rang est bien 2(n-d), ce qui entraine que ¢(x) est un point régulier
de V#(R). -

Proposition 7.
Si A est une C-algébre de type fini intégre, alors A# est une

R-algébre intégre et réelle.

démonstration.

Soit A=C[X,, ... X, J/(P,, ... ,P,) et V comme ci-dessus. On sait que
Reg(V(C))#Q; soit donc xe Reg(V(C)). Nous venons de voir que x est un zéro
non singulier de J=(ReP;ImP) au sens de [1] 3.3.15. Cette méme proposition
nous assure donc que J est l'idéal des fonctions polynomiales qui s'annulent

sur I'ensemble des zéros de J dans R2", c'est-a-dire que J est réel. -

Corollaire 8.
Si V est une C-variété irréductible, alors v# est une R-variété

irréductible. .

On peut maintenant améliorer la prop.6.
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Yhéoréme 9.
Soit V une C-variété affine irréductible de dim d, A=gp o(V(C)),

xe V(C). Alors, xe Reg(V(C)) si et seulement si ¢(x)e Reg(v#(R)).

démonstration.

La nécéssité c'est la prop. 6.

Pour la suffisance, si A=C[X,, ... X,I/(P,, ... .P;) est un domaine de
dimension d, alors
A*= R(Z,, ... Z,T;. - TV(ReP,, ... ReP,ImP,, ... ImP) est un domaine réel

de dim 2d . Comme o¢(x) est régulier dans Vv#(R) on doit avoir

rg(J(ReP,-.lmPi)(x))=2(n—d) . Donc: rg ((ﬂPi)(x)) 0 ) = 2(n-d)
0 | (P (x))

ce qui est seulement possible si rg(J(P)(x))=n-d. En conséquence x est
régulier dans V(C). -

On peut également améliorer la prop.7.

Théoréme 10.
Soit A une C-algébre de type fini réduite. On a que A¥est réelle si et

seulement si A est intégre.

démonstration.

La suffisance c'est la prop.7.

Pour la nécéssité, si A=C[X,, ... X, J/(P,, ... ,P;) etV est comme
toujours, soient V,(C), ... .Vq(C) les composantes irréductibles de V(C).

Puisque V(C) = V4(C) U ... UV,(C) on a que V¥(R) = V,#R)uU ... UV F(R)
et puisque les V,(C) sont irréductibles pour j=1, ... .q, les V#(R) doivent
I'étre aussi d'aprés le corollaire 8. Ainsi, les Vi”(R) sont les composantes
irréductibles de V#(R). Puisque A¥ est réelle, A¥=p o(V#(R)): donc,
A#(i]= g o(V¥#(C)) et les composantes irréductibles de V#(C) sont
v, #(C), .. V#(C) (131 ch.l, ex.27).

Mais Vv#(C)=V(C)xV(C) , et en conséquence eile posséde g°
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composantes irréductibles. Ainsi q2=q ce qui entraine bien g=1. A étant

réduite on a bien le résultat chérché. -

Remarque 11,

Le corollaire 8 est un resultat connu quand R=R et C=C car il resuite

du fait que si V est une C-variété irréductible, alors V(C) est connexe. Mais

la preuve de ce dernier fait s'appuie sur des arguments analytiques (voir [6]

ch.VIll, §2).
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A LOWER BOUND FOR LINEAR FORMS IN THE LOGARITHMS
OF ALGEBRAIC NUMBERS

J.H. LOXTON, M, MIGNOTTE, A.J. VAN DER POORTEN AND
M, WALDSCHMIDT

Presented by G. de B. Robinaon, F.R.S.C.

Abstract: We provide an effective lower bound for a homogeneous
linear combination with rational coefficients in the logarithms

of algebraic numbers. This result implies a lower bound for:

by, _ b, bn
play t o |,

|7-a
with nonzero algebraic a1, ..., o, and rational integers

Dry, suuy bn.

1. The lower bound. Let op, ..., o, be nonzero algebraic
numbers and b;, ..., bn rational integers. For =1,2, ...,n
let L°3“£ be a (henceforth fixed) determination of the

logarithm of o . Setting
A=b, Loga; + ...+bn Loga ,

we provide a lower bound for |A|, presuming of course that
A# O, For historical and bibliographical references concerning

the significance of the result see [B1].

Denote by h(a) the absolute logarithmic height of the
algebraic number o, see [W], and let D, ¥, ...,V,,B,B ,E and W

be positive real numbers respectively satisfying:
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K=Q(ay,02, ..., ay), D2[K:Q]
V.>max(h(a,), 2|boga,|, L), i=1 ;
i (A (RS A Tls eeeany

BZ.;'=1, L |bJ.| 5 B,z |b|;

ov 4 1
es Esmin (e ’,eDn{ )3 |Loga.l/V.}'),~
j=1 J J

B, B
W2 Log V_+7_+1 + LogE .
1 n
Suppose that

VisVas...sVy ,

and set: x¥ = max(1,X) for all real numbers X.

THEOREM 1 Given the strong independence condition

[Kia ¥, ar¥, ..., 0,9 : K]=2" ,

there is an effectively computable absolute constant c,> 0,

such that

+ + -(n+1
[A] > exp{-c‘"nnl)” ¥ (Log EDV,” 1) V\V, ... V W(Log B)’ o )}

or A=0.

This bound is sharper than that in [W] (which, however, deals
with the more general case of nonhomogeneous linear forms with
algebraic coefficients) in that, there, W is in effect defined
as

Log(B, + B + Log(ED V,})
It is well known that, in the present 'rational case', the use
of so-called Fel'dman polynomials in the auxiliary function
permits the omission of the term Long': ; again see [B1].

The useful improvement from Bn +B to B’1 / V) +B/ vn +1 1is

achieved by sharpening the upper bound for the Fel'dman poly-

nomials; see below and compare [B2].
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Comparison of our bound with previously published results in
the rational case, see [DB1],[L.-vdP],[S], shows a much better
dependence on D as well as the presence of the parameter E:

which can be important in certain applications; see [S].

In explicit applications the strong independence assumption
presents little difficulty; for example the arithmetical work
necessary to close the gap between small values and our bound
will reveal any linear relations on the logui - suggesting a
preliminary elimination decreasing n . In principle the 'final
descent', see [W] pp.276 ff provides an algorithm whereby the
o, and bi are rearranged to provide strong independence.
Finally, in Theorem 2, the 'working version', we quote a result

without the strong independence assumption.

4 29"+26n4; however

Applying [W] it is safe to take e; =
it is clear that the method yields better numerical values,
Note for example the allegations of [A-C-H-vdP], while [M] appears
to claim that e' may be replaced by cz2+n%e®(2¢®)” with

c2> 0 a small absolute constant,

Quite similar bounds can be obtained in the p-adic case; sce

[vdP]. An update similar to the present note is in preparation.

2. We explain only the differences from the proof in [W]: The
*
functions ¢, _(z) appearing at [W], p.268 become ¢ (z) ,
JyT J,T

differing in that the quantity

n-1 T,

rl'l; A+ A 00 s
occurring in the definition of AJ(z; 7) at p.266, is replaced
by

n=1
rE Ab A, -b A 5 T).
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Recalling that

Az t)e=(a3+1)... (z+1)/T! ; Ob(z;0)=1,

it is not hard to see that for each pair J,T and given s:

J

by (s)=0 for all |t|sq™"T if and only if
Ed

* -
07,¢(8)=0 for all ltlsq™"r.

But for integers A,, ..., An with OsArs[,r s P=1, 00,0,

and T_>0:
r

IA(bnxr = Bady T

B,L BL,+1.\7T
sl [2e(1+—1’-—1'—*-"—]] *
s r

Now notice the convexity inequality:

For positive integers a,Ti, ..., LI with 1T, + ...+ 'rn_JsT:
T T - T
[1+—a—] ...... [14- 4 ]”’ls[1+—(” 1)“]
T Trx—l 4
It follows that
n-1 B, L+ BL, +1 7
rlTZ | b, A, ~b A 5 1,0 s [2e(14 (n-1) —F—)
with L denoting L=maer.
For the rest the proof is as in [W].
3. A _useful corollary. The following results sharpen that of

[(B2]. It will be convenient to set

o NN ont2 + -(n+1)
X e,n D (LogEDVn_z) ViV, ee Vn (Log E)

and then to introduce additional positive absolute constants

e¢3, cy, and cs by writing:
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EDX n.n n+2 + 42 y=(n+1)
Y= X(Log T/"—J se,;n" D""“(Log EDVn_l} ViVy ... V,(LogE)
and
z =¢,"n! X(Log EDX) <
s o Mn? 0™*2 (Log EDV} ) (Log EDV,Y) vV, ... ¥, (LogE)” T

THEOREM 2 Assuming the strong independence condition we have

(i) A=0 or for all & with 0<&6<%:
[A] > [G/Bn]}’e-GB

(ii) Hence if B, =1 then for € with 0<e<1:

0< |A < g8 implies B< -2-Log£}'.
Wil ol € €

Moreover in general:

(iii) Setting BzEn, for € with 0<e<1:

0< IA|<e'€B implies B< [g—Log Z]Z.

€
To see (i) notice firstly that the function xae_bx takes its
maximum at x=a/b. Thus it suffices to verify the easy

consequences of Theorem 1: A=0 or

[A]> 28,07 /2 41 o0<Bsoy

and
|A| > exp -¥ Log[eBBg] - if B=22Y.
Y
Then (ii) follows readily from (i) on setting =€/2.

Finally, for (iii) we invoke the 'final descent' as detailed in

[v] pp.276 ff.

In applications the user will often choose to take E=e.
The quantity Y is probably most conveniently computed directly

from its definition in terms of X,
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REMARK ABOUT THE SETS O(n)
In the Theory of Ordered Fields

JAN MINAG
PRESENTED BY PAULO RIBENBOIM, F.R.S.C.

Abstract. In [3], L. Brécker recursively defined an important sequence of sets
O(n), n > 0. Brocker showed that if T is a preordering on a formally real field
F with |[F/T| = 2", F = F\ {0}, and if m is the number of orderings on F
containing T’ then m € O(n). Conversely, he showed that if m € O(n) then
there exists a pythagorean field F having 2" square classes and m orderings.
Brocker also observed that if 2 < n and m € O(n) with 2”2 < m < 2"~! then
m =2""2 4+ 29 for some i, 0 < i < n—2. Subsequently, L. Berman [1] discovered
the simplified formula O(1) = {1} and O(n) = 2 O(n—1)U(O(n—1) + 1),n> 1.

In the second chapter (and its appendix) of J. Merzel’s paper [4] there are
several beautiful results about O(n) which are due to B. Reznick. Among these

is the following useful result [4, Prop. 2.8 and Prop. 2.A.4J:

THEOREM. Let n < 2% +2°2...4 2% = g where 0 < a; < --- < a,. Then

a € O(n) iffa, +s < n.

In this note we give a different proof of this theorem and show some of its
consequences.

PROOF OF THEOREM: We shall use induction on n. One can check easily that
the theorem is true for n < 8.

Suppose that the assertion is true for n, n > 8.

Let a = 2% +...+2% € O(n), 0< a; < :+- < @,. By the induction
hypothesis we have n < @ and @, + s < n. Hence 2a = 201+! 4 ... 4 20.+1
as+1+s8<n+1, n+1<2a.

Furthermore @ + 1 = 2% + ... 4 2% where ¢ <s+1land b < a,+1.
However t = s + 1 and b, = a, + 1 cannot happen simultaneously. Therefore

b+t<a,+s+1<n+1l.

125
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This proves that if a € O(n + 1) thena, +s <n +1.

Suppose now that n +1 < @ = 2% +2% + ...+ 2%, 0< a; < - < a,,
a,+s<n+1:

1) Let a be an odd number. Then

a—1=2% 4...42%

e, +(s—1) <n,

so by the induction hypothesis @ — 1 € O(n) and hence a € O(n +1).

2) Let a be an even number such that 2rn < a. Then

a/2=2n,—l +___+2¢.—l

(as—1)+s<n,

hence by the induction hypothesis a/2 € O(n) and from 1) we get a € O(n +1).
3) Finally suppose that n + 1 < a < 2n. Thenn <a—1< 2(n - 1). Put

a—1=2%4...42%, 0<¢c3<---<ck

n=2%t+...42% 0<b <<
Ift #1, then
2(n—1)=2+22 4. 425 4 25a+1 .y obetl
Sincea—1<2(n—1) wegetfor1 <t
ck<b+1, k<b +1.
Since 8 < n, we have 3 < b, and

ext+k<2+2<2% <,
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hence a — 1 € O(n) and a € O(n + 1). Our proof is complete.

In the following we shall freely use the notions in [3].

Let F be a formally real field. T’ is the group of non-zero sums of squares of
the field F; F is the multiplicative group of F. We shall say that F has type
(k,2") if [F : Tp] = 2" and k is a number of orderings of the field F.

In [5, 1) it was shown that if F has type (5,2"), 3 <n, and j - 1 ¢O0(n-1)
then there exists a valuation V on F fully compatible with all orderings of F such
that F # F2Uy. (Uv is the group of units of the valuation ring corresponding
to the valuation V).

Following [4] we shall call an element j € O(n), 2 < n indecomposable iff

J—1¢ O(n—1). From the theorem and remark above we get the following

corollaries:

COROLLARY 1. Ifa=2""k¢ O(n), 1 < k < n, then a is an indecomposable

element of O(n) iffn > 2k. Ifa =2""F 420 +...4+ 2% € O(n),0< i) <ij_; <

--- <11 < n-—k, then a is an indecomposable element of O(n) ifk —1 -1 < 1;.

COROLLARY 2. All even elements a of the form a = 2™~ % 4 2t ... 421 ¢

O(n), n > 2,1 <4y < --- < iy < n —k, are indecomposable elements of the

set O(n).

COROLLARY 3. Ifa€ O(n),n >2,2""2+2 < a, then a is an indecomposable

element of O(n).

COROLLARY 4. Let F be a field of the type (a,2") where: (i) a = 2"~% 4+ 2% +
2 1<KLO0S <<y <n—k ((ii)a=2""F). F(i)k-1-1<1i

((ii) n > 2k), then there exists a non-trivial valuation V fully compatible with
Tr such that 2% < |F/F2Uy|, where (i) ij—k+1+1=h ((ii) n — 2k = h).

REMARK: Corollary 4 is equivalent to theorems 1 and 2 in [5, I). Corollary 2
can also be obtained from the observation 2.A.2. in (4] or from [5, I or IIIJ.

In [5, HI] the structure of space of orderings of a field F of type (a,2"), with

127
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a=2"k420 4... 42010 < gy < -+ < n—kis determined. As a
consequence we get that if F has type (a,2") with 2"~2 < a < 2"~! then the
reduced stability index, st(F), is n — 2. Since if st(F) = n — 2, then a > 272
and since a field F of type (2"~2,2"), n > 4, has st(F) = n — 3 [5, II] we get:

PROPOSITION. Let F be a field of type (a,2"), 2 < n. Then st(F) =n — 2 iff
22 < g <27l

Finally, let us remark that more detailed results about relations between st(F)
and the type of F can be found in [8]. They form an improvement of the results
in [4, Chapter 5].

NOTE ADDED IN THE PROOF: The theorem above was also mentioned in
the paper: M. Marshall, A Reduced Theory of Quadratic Forms, pp. 563-579,
Conference on Quadratic Forms 1976, Queen’s Papers in Pure and Applied
Math., No. 46, 1977, (Footnote on the page 578).

I would like to thank the referee for his comments and improvement of the
exposition.
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