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RESOLUTION DU 99 POUR LES COURANTS
PROLONGEABLES DEFINIS SUR LA BOULE
EUCLIDIENNE DE C"
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RiESUME.  On résout le 9 pour les courants prolongeables définis dans
la boule euclidienne de C™.

ABSTRACT. We solve the 99-problem for extendable currents defined
on the euclidean ball of C"

1. Introduction Soit Q2 CC C" un ouvert , on se pose la question suivante :

Si T est un courant d-fermé sur € , existe-t-il un courant prolongeable sur €2
tel que 00u = T'?

Tenant compte de considérations classiques , nous devons pour répondre a
cette question , avoir & résoudre une équation (x)du =T , ot T est un courant
prolongeable, la solution obtenue se décompose en une partie 0-fermée et 1'autre
0- fermée. Il est nécessaire d’avoir des conditions géométriques sur { pour obtenir
des solutions du 0 respectivement du d pour les courants prolongeables. Partant
de résultats connus de cohomologie de De Rham, nous montrons que si Q) =
B(o,r) désigne une boule de centre o et de rayon r, alors ’équation (x) admet
une solution. La résolution du 89 devient alors une conséquence des résultats de
résolution du 0 pour les courants prolongeables obtenus dans [1].

2. Préliminaires et notations

2.1. Définition Soit X une variété différentiable, Q2 C X un domaine. Un cou-
rant T défini sur Q est dit prolongeable s'il existe un courant 7' défini sur X tel
que TIQ =T.

D’aprés Martineau [2], si 2 = € alors les courants prolongeables de degré p
sur 2 sont égaux au dual topologique des (n — p)-formes différentielles de classe
C™ sur X & support sur Q , o1 n désigne la dimension de X. On note D];((Q) les
p-courants définis sur Q et prolongeables & X, DP(€) les p-formes différentielles
de classe C* sur X & support dans Q. Si X est une variété complexe de dimension
n, on note Df,}’q(Q) Pespace des (p,q)-courants prolongeables définis sur Q et
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DP(Q) Despace des (p,q)-formes différentielles & support Q. On note HP(Q)
le p®™ groupe de cohomologie de De Rham des courants prolongeables définis
sur Q , HP9(Q) le (p,q)®™ groupe de cohomologie de Dolbeault des courants
prolongeables définis sur . Si FF C X, alors HE (F) désigne le p'™ groupe de
cohomologie de De Rham des p-formes différentielles de classe C*>° définis sur F,
HE, .(X) est le groupe de cohomologie de De Rham des p-formes différentiables
de classe C*° sur X & support compact et enfin AP(F) l'espace des p-formes
différentielles de classe C* sur F'.

3. Résolution de I’équation du =T On considere dans cette partie que
X =R",

Q=DB(o,r)=Cx=(x1,...,2,) € R";sz- <1
Le bord b2 de €2 est la sphere
sl — (xl,...7$cn)EIR";Zx?:1
j=1

THEOREM 1. HP(B(0,7)) =0 pour2<p<n—1.

Pour établir ce résultat nous allons procéder comme dans [1]. On a besoin du
lemme suivant :

LEMMA 1. DP(B(o,7)) Nkerd = dD?~1(B(o,7)) pour 1 <p<n—1

DEMONSTRATION. On utilise les résultats suivants :

HP(B(o,7)) = Opourp>1
HP(S™) = 0 pour p#0etp#n,[3, p. 181, théoréme 6.1]
HP?(R") = O0pourp#net H*(R") =R, [3, p. 183, théoréme 6.7].

La situation intéressante pour notre probleme est quand n > 2.
Considerons la suite courte suivante :

0 — A*(R") — A*(R™\B(o0,r)) ® A*(B(o,1)) — A*(S"1) — 0

one=0,1,....,n.
On peut écrire en extension :
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0— AY(R") — A°(R™\B(o,7)) ® A°(B(o,7)) — A°(S"71) — 0
Id Id 1d Id
0— AYR") — AY(R™\B(o,7)) & AY(B(o,7)) — AY(S"1) — 0

. ld ld ld
0—s A"(R") — A™(IR™\B(o,7)) & A"(B(o,r)) — 0 .

Sur le plan cohomologique , la suite courte précédente nous donne la suite
longue suivante :

H°(R"™) — H°(R™\B(o,r)) ® H°(B(o,r)) — H"(S™

HY(R") — HY(R™\B(o,r)) ® H'(B(o,r)) — H'(S"™) — ....

— H" Y(R") — H" Y(R"\B(o,7)) ® H" Y(B(o,7)) — H"1(S""1)
— H*"(R™) — H™(R™\B(o,r)) ® H"(B(o0,7)) — 0.

Tenant compte du fait que H?(B(o,7)) = 0 pour p > 1 et HP(S™) = 0 pour
p£Oetp#n,ona:

HI(R™\B(o,7)) = Opour1<j<n—2,
H" Y (R™\B(o,7)) = Ret H"(R™\B(o,r)) = 0.

Soit f € DP(B(o,r)) Nkerd, [f] € H?(R™) = 0 pour p # 0 et pour 1 < p <
n—1, il existe une (p — 1)-forme différentiable g de classe C* sur R™ telle que
dg = f et dg‘Rn\m =0.Sip =1, alors g est une constante a support
compact sur R™\B(o,r) donc g = 0 sur R"\B(o,r) i.e g € D(B(o,r)) avec
dg = f.

Sil<p<n-1=1<p—-1<n-2,o0naH Y R"B(o,r)) =
HPY(R™\B(o,7) = 0 [3, théoreme 6.7], il existe donc une (p — 2)-forme
différentielle h de classe C>° sur R™\ B(o, ) telle que dh = g sur R™\ B(o,7) . Soit
h une extension C* de h a R™ , u = g — dh est une (p — 1)-forme différentiable
de classe C* sur R™ a support sur B(o,r) et du = f. O

On peut donc établir la preuve du théoreme :

DEMONSTRATION.  Soit T' € D%, (B(o,r)) Nkerd ,2<p<n— 1.
Posons Ly : dD"P(B(o,1)) — C

do — (T, )

Lt est bien définie car dDP~1(B(o,r)) = D?(B(o,7)) Nkerd.
Si ¢ et ¢ sont deux (n — p)-formes différentielles telles que dp = dy’ , alors
il existe § € D""P~1(B(o,r)) telle que :

o—¢ =df et (T,df) = lim (T,db;) =0 = (T,p)=(T,¢").

Jj—+oo
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Ot (0j)jen est une suite d’éléments de D" P~!(B(o,7)) qui converge
uniformément vers 6 .

Ly est linéaire car d : D" P(B(o,r)) — dD™P(B(0,r)) est une application
linéaire continue et surjective entre deux espaces de Fréchet.

Pour voir que L7 est continue , il suffit de voir que 'image réciproque d’un
ouvert U de € par Lt est un ouvert . En effet on a Lyod = T d’ott L. (U) =
doT~Y(U), par conséquent on peut étendre Ly en un opérateur linéaire continu

Ly : D" Pt (B(o,r)) — C , c’est un courant prolongeable et dLr =
(~1)"PT et (dLr,¢) = (~1)"P(Lpdg) = (~1)"P(T,¢). Dion
S = (—1)""PLp est un courant prolongeable solution de du =T ]

Remark 1. Nous avons utilisé dans la preuve du théoreme le fait que B(o,r) est
un domaine étoilé de R™ avec un bord vérifiant H7(bB(o,7)) =0,1<j <n—2.
Le théoreme reste vrai avec une preuve identique pour tout domaine étoilé €2 a
bord vérifiant H7 (bQ) =0 avec 1 < j < n — 2.

On ne sait pas cependant si pour un domaine étoilé quelconque ce théoreme
est vrai.

4. Résolution du 90 pour les courants prolongeables Tenant compte
du théoréme 1 et des résultats de résolution du 0 pour les courants prolongeables
obtenus par [1] , on a le théoréme suivant :

THEOREM 2. Soit T un (p,q)-courant prolongeable défini sur la boule eucli-
dienne B(o,r) C C™. Supposons que dT' =0; 1 <p<netl<qg<n, alorsil
existe un (p—1,q—1)-courant S défini sur B(o,r) , prolongeable tel que 0S =T,
pour2 <p+q<2n—1.

Remark 2. Ce résultat reste vrai pour tout domaine  C C™, étoilé , strictement
pseudo-convexe avec H7(b2) =0 pour 1 < j < 2n — 1.

On ne sait pas s’il est vrai pour un domaine étoilé strictement pseudo-convexe
de C".

DEMONSTRATION.  Soit 7" un (p, g)-courant , 1 <p<netl<qg<n,dfermé
défini sur B(o,r) et prolongeable avec 2 < p+ ¢ < 2n — 1.

Puisque d’apres le théoreme 1 HP+9(B(o,7)) = 0 , il existe un courant pro-
longeable h défini sur B(o,r) tel que dh =T.

h est un (p + g — 1)-courant , il se décompose en un (p — 1, g)-courant h; et
en un (p,q — 1)-courant he. On a dh = d(hy + he) = dhy + dhy = T.

Comme d = 9+ 0 , on a pour des raisons de bidegré Ohy = 0 et Ohy = 0 et
d’apres le théoréme principal dans [1] , hy = Ouq et hy = dug avec uq et ug des
courants prolongeables définis sur B(o,r).

On a : T = Ohy + Ohy = 00u; + 00uy = 00(uy — uz)

Posons S = u; —ug , S est un (p — 1,q — 1)-courant prolongeable défini sur
B(o,7) tel que 99S = T. O
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